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1. М Н О Ж Е С Т В А  И  О П ЕРАЦ И И  Н АД  Н И М И

1.1. Множество. Способы задания множеств

Понятие множества является одним из основных понятий матема­
тики. Оно принимается за первоначальное и поэтому не определяется 
через друг ие. В обыденной жизни его смысл выражается словами: со­
вокупность, набор, класс, коллекция, группа, стадо и др. Неопределяе­
мыми также являются понятия «элемент», «принадлежность». О пред­
метах, coc'raBJiHionU'ix множество, говорят, что они принадлеошат этому 
множеству HJHi являются его элементами. Предложение «предмет а 
принадлежит множеству^» или «предмет а есть элемент множества 
записывают так: а е А; если а не принадлежит множеству А, то запись 
такова: а А.

Мгюжсства, :)лсмс1ггами которых являются числа, называются чис­
ловыми  м1южсс'гвами. /|ля некоторых числовых множеств имеются спе­
циальные обозначения: N -  множество всех натуральных чисел; -  
м1южество всех целых неотрицательных чисел; Z - множество всех це­
лых чисел; (J -  мпожсстио всех рациональных чисел; R -  множество 
всех действительных чисел.

Множество счи'1'ае гся заданным, если о любом объекте мы можем 
сказать -  принадлежит он данному множеству или нет. Множество мо­
жет быть задано двумя способами:

1) перечислением всех его элементов, например: А = {а, в, с}. Та­
ким способом может быть задано только конечное множество;

2) указанием характеристического свойства элементов множе­
ства, т.е. такого свойства, которым обладают все элементы этого мно­
жества и только они. Множество элементов, обладающих некоторым 
хара1сгерис1'ическим свойством, записывают так: А = {д:| P(jc)} и чита­
ют: «А  — множество всех элементов х таких, что они обладают свой­
ством Р у>. Этот способ позволяет задавать как конечные, так и беско­
нечные множества. Например: ^ = {;с|л:̂  + 5х + 6 = 0} -  множество всех 
корней уравнения + 5jc + 6 = 0.
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Пример 1. Укажите элементы множеств, заданных с помощью ха­
рактеристического свойства:

а) А = {х\ X ^ Z, -А < X <Ъ}',
0 )В  = {х\х е И,2х ' ^=Щ\
в) (? = {д:| л: е 7?, -2 < л: < 4}.
Решение, а) Элементы множества^ -  целые числа; они не меньше 

числа -4, но меньше числа 3. Следовательно, число -4 принадлежит 
множеству^, а число 3 -  не принадлежит, т.е. можно записать; А = {-4, 
-3,-2,-1,0, 1,2}.

б) Элементами множества В являются натуральные корни уравне­

ния 2х  ̂ = 10. Решив это уравнение, получим: х̂  =  - y j s ,  л/з • Ни

один корень уравнения 2х^= 10 не является натуральным числом, зна­
чит множество В не содержит ни одного элемента. Говорят: множество 
В -  пустое и записывают это так: В = 0 .

в) Элементы множества С -  все действительные числа, которые 
больше -2, но не больше числа 4. Таких чисел бесконечное множество. 
Следовательно, перечислить элементы множества С  мы не можем. За­
пишем множество С в виде числового промежутка: С = ( -2, 4 ].

Пример 2. Изобразите на числовой прямой элементы множества:
А = {х\х е Z,-\ <л: < 3 }; 5  = {л:| л: 6 i?, -1,5 < х  < 4}.
Решение. Элементы множества А -  целые числа, которые можно 

перечислить, т.е. 4̂ = {-1, О, 1, 2, 3.}. Каждому числу из множества^ на 
числовой прямой соответствует одна точка (рис. 1а). Элементы множе­
ства 5 - действительные числа из числового промежутка [ -1,5; 4). Изоб­
разим его на координатной прямой (рис. 16).

I . .  1.
- 1 0  1 2  3 - 2 - 1 0  1

а) б)

Рис. 1

З а д а н и я

1. Прочи тай те следуюш1ие записи, укажите среди них истинные:

i ) 2 1 0 s N ,  д ) -7 б й  H )18eZ , н) 22^ « iV,
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R)OeN,  ж)-7еЛ, л)-27бЛ?„, п) | е Q,

r)-70eAf, 3)0€Af„, м) 22^ g Z, р) ^  € Л .

2. Даны множества: М -  множество натуральных чисел, больших 8 
и меньших 18; Р -  множество натуральных чисел, оканчивающихся 
цифрой 7.

Укажите, каким из этих множеств принадлежат числа 12,17,0 ,3,7. 
Запишите это с помощью символа «€ » .

’ 3. Назовите элементы следующих множеств:
а) {а, в, с }; д) { 0 } ;
б) {а]\ е) {{а ,  в}, {а}}\
в) { { а } } ;  ж) { {а,б,с} ,аУ,
г )0 ;  з) { {а } ,  от, 0 } ;
4. Перечислите элементы следующих множеств:
А -  множество натуральных чисел, меньших 8;
В -  множество, натуральных чисел, больших 10 и меньших 12;
С -  множество чисел, модуль которых равен 3;
Д  -  множество различных букв в слове <^оЛоволомка»;
К  -  множество различных цифр числа 134433154.
5. Задайте следующие множества с помощью характеристического 

свойства:
а) {1 ,2 ,3 }; в )0 ;
б) {-1 , О, 1,2, 3 }; г) множество натуральных чисел, меньших 9.
6. Укажите, по какому закону составлены следующие бесконечные 

множества:

а) {1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81,

Г 3 4 5 1  [ 2 4 6 8

14’9’Тб""}’ 15’8’П’М’
• 7. Сформулируйте характеристические свойства элементов мно­

жеств:
а) параллелограммов;
б) тупоугольных треугольников;

6) 1 е  N, е) - 7 е  Z, к) 14 ^  о) -14,2 ^  Z ,

3
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в) точек окружности;
г) точек биссектрисы угла.
8. Какие из следующих множеств пусты?
А -  множество однозначных натуральных чисел;
В -  множество параллелограммов с неравными противоположны­

ми сторонами;
С -  множество двузначных чисел, меньших 9;
D -  мнолсество натуральных чисел, меньших 2;
Е  ={jcl JC е Л̂ , 8 < х  < 9 };
K = { x \ x ^ Z , : ^ - A  = Oy,
I  = {:с1 JC е + 16 = 0};
М={дг1хеЛ/,, (2;с + 7 )(д :-2 ) = 0}.
9. Прочитайте следующие записи и задайте указанные множества 

перечислением всех элементов:
yi ={л:| д: G Л̂ , X < 5} Z, ={jc| д: е 7̂ , лс̂  = 3}
В ={д:| X е Z, О < х  <5}  М  ={jc| д: е Z, + 5jc + 6 = 0}
С ={д:1 X е 2 ,-6  < х <  А) N  ={д:| д: е Z, д:-^:^ + 2 > 0}
D  ={д:| X е R,5x х - 7 }  Q  ={д:| х Е: N,x^ < 9 }
Е ={у\ 2(5у + 10) = 10у+ 20} R ={д:1 х е Z, х̂  + 5х + 7 = 0}

х -\
F={x\xeZ , \x\<3}  S = { x \ x e N ,  —^ < Ц

X jit

K={x\xeZ ,x ' ^  = A} T=^ { x\ x e Z , \ x  + 2\ = 2>)

2 17 1 5
10. Исследуйте, принадлежат ли числа множеству

5 20 7 6

II . Изобразите на числовой прямой следующие множества:
а) {д:1д: е 7V, дс<3}; г) {х\х е R,x <-7}\
б) {х\х G Z , -2 < х <  2 }; д) {д:| д: е R,-2J  < д: < 0};
в) {дс| д: е дс> 3,2 }; е) {jc] д: е R,-^,5 < х < -2}.
12. Задайте каждое числовое множество с помощью характеристи­

ческого свойства его элементов:
а) [-2; 5]; в) [-2; 5); д )(-о о ;5 );
б) (-2; 5]; г) (-2; 5); е )(-2 ;+оо).
13. Запишите в виде числовых промежутков множества, изображен­

ные на числовой прямой:

4
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а) X  б) I - ...........  ̂ X

0 1 2 3 4 -6,3 2

______ i  '• )_4
-2 -9 -3,4

д) I-------------------  е)

ж) г-------------------  з)

4-
5,7 12

^ ---------- i------------------------------
8 ^ 5,7 12 ^

Рис. 2

1.2. Отношения между множествами

Множества могут находиться в одном из следующих отношений: 
пересечения, включения, равенства, непересечения.

Множества и В находятся в отношении пересечения, если суще­
ствуют элементы, принадлежащие как множеству А, так и множеству 
В, но существуют и элементы, которые принадлежат только множеству 
А и только множеству В.

Множества^ и В находятся в отношении непересечения, если они 
не имеют ни одного общего элемента.

Множество В включается в множество А, если каждый элемент 
множества В является также и элементом множества А. Множество В в 
этом случае называется подмножеством множества А.

Записывается так: Л > ^ В ^
Каждое множество является подмножеством самого себя, пустое 

множество есть подмножество любого множества. Само множество А и
0  называются несобственными подмножествами множества А, все ос­
тальные подмножества -  собственные. Любое собственное подмноже­
ство В множества строго включается в множество А. Пишут: ^ с :  Д

Любое множество А содержит 2" подмножеств, где п -  число эле­
ментов множества А.

Множества Avi В считают равными, если A q,B и В А, т.е. они 
состоят из одних и тех же элементов.
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Записывают это так: А = В.
Если все рассматриваемые в ходе какого-либо рассуждения множе­

ства являются подмножествами одного некоторого множества 1, то это 
множество / называют универсальным.

Для наглядности множества и отношения между ними изображают 
геометрическими фигурами, например, универсальное множество -  
прямоугольником, а его подмножества -  кругами. Такие иллюстрации 
называют диаграммами Эйлера-Венна.

Пример 3. В каком отношении находятся множества^ и В, если: 
\ ) А - множество чисел, кратных3; В - мнолсество чисел, кратных 15. 
2) А -  множество ромбов; В -  множество прямоугольников? 
Проиллюстрировать диаграммами Эйлера-Венна.
Решение. 1) По условию^ -  это множество чисел, делящихся на 3, 

В -  множество чисел, делящихся на 15. Однако, если число делится на
15, то оно делится на 3, поэтому множество В является подмножеством 
множества^. Но множества 4̂ и 5  не равны, так как, например, 3 е А, 
ноЗ ^ В. Значит, множества^ и В находятся в отношении включения: 
^  с  Д  Так как в рассматриваемом примере речь идет о делимости, то 
универсальным множеством естественно считать множество натураль­
ных (или целых) чисел. При построении диаграммы Эйлера-Венна мно­
жество А изобразим произвольным кругом внутри прямоугольника, а 
множество В будем изображать некоторой частью множества^ (рис. 3).

2) Множества^ и В имеют общие элементы: каждый квадрат явля­
ется одновременно и ромбом и прямоугольником. Однако не всякий ромб 
является прямоугольником, также не всякий прямоугольник будет ром­
бом. Поэтому множество А не является подмножеством множества В и 
множество В не является подмножеством множества А, т.е. множества 
А и В находятся в отношении пересечения (рис. 4). Здесь универсаль-
6
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ным множеством можно считать множество геометрических фигур (мно­
гоугольников, четырехугольников).

14. Известно, что е ^  и g Я  Можно ли сделать вывод, что А а  В, 
В с: А или^ = В1

15. Известно, что каждый элемент множества С принадлежит мно­
жеству В. Какие из следующих высказываний будут истинными: Cjz  B, 
В (Z С  или С = В1

16. В каких отношениях находится каждая из пар множеств А и В, 
где^ = {2, 12, 22, 33} и Я:

а) 5  = {2, 33, П , 42, 22, И };  г) В =  {33, 2, 22};
б) Я = {21, 13, 42, 11}; д) 5  = {22, 2, 33, 12}?
в) Я = {12, 22, 32,2};
17. Установите вид отношения между множествами Aw В, если; 

2l ) A -  множество равносторонних треугольников;
В -  множество равноугольных треугольников;
б)у^ =  {д:| X е  7V, JC <  5}, ^  =  {jc| л: е Л̂ , JC <  5};

в )^ = [2 ,^ 3 ]и Я  = [3;4];
г )^ = (2 ,  5 )и 5  = [2, 5];
д ) А  = (2, +ос) и 5  = [2, + 00);
е)А = {х\х  ̂ -  3jc + 2 = 0}, 5  = {д:| JC -  2 = 0}.
18. Установите вид отношения и постройте диаграмму Эйлера-Вен- 

на для множеств;
F -  натуральньпс чисел, делящихся на 12;
^  -  рациональных чисел; /
Z -  целых чисел;
R -  действительных чисел;
N — натуральных чисел;
Е -  натуральных четных чисел.
19. Даны множества:
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А -  множество всех прямоугольников;
В -  множество всех четырехугольников;
С -  множество всех многоугольников;
D — множество всех квадратов;
Е — множество всех параллелограммов.
Выпишите буквы, обозначающие эти множества, в таком порядке, 

чтобы каждая следующая обозначала подмножество предыдущего мно­
жества.

20. Укажите равные множества:
А -  множество ромбов с прямыми углами;
В -  множество квадратов;
С -  множество прямоугольников с равными сторонами;
D -  множество четыре}<угольников с прямыми углами;
Е -  множество прямоугольников.
21. Постройте диаграмму Эйлера-Венна для трех множеств В, С, 

если известно, что ^ с ^ и ^ с С .  В каком отношении находятся мно­
жества A n d

22. Приведите примеры множеств А п  В, если их изображение та­
ково:

23. Дано м н ож ество= {а, в, с,}. Какие из следующих высказыва­
ний будут истинными: а е А, а с: А, { а }  е  А, {а} с  А1

24. Укажите истинные утверждения:
а) (1, 2} с  {{1 , 2. 3}, {1, 3.}, 1, 2}; д) 5 g {1, 2, 3. 4, 5};
б) {1, 2} G {{1 ,2 ,3 },  {1 ,3 },  1,2 }; е )5 с {4 ,5 ,6 } ;
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в) {1, 3} е {{1 , 2, 3}, (1, 3}, 1, 2 }; ж) 0  g {4, 5, 6};
г) {1, 3 } с  {{1 , 2, 3}, {1, 3}, 1, 2 }; з) 0  с: {4, 5, 6}.
25. Запишите все подмножества множества Д  если 5 =^{1, 2, 3, 4}.,
26. Восстановите множество С, если
Р{С)={ {2\,  32}, {32}, {32,43}, {21}, {21,43}, {43}, 0 , {21, 43,32}}, 

где Р{С ) -  множество всех подмножеств множества С.
27. В каких отношениях находятся множества, показанные на рис.6 

с помощью диаграмм Эйлера-Венна? Приведите примеры таких мно­
жеств.

1.3. Операции над множествами

Объединением (А и  В) двух множеств А и В называется множе­
ство, состоящее из всех тех и только тех элементов, которые принадле­
жат множеству А или множеству В:

A ^ B = { x \ x G A v x e B } .
На диаграмме Эйлера-Венна (рис.7а) заштриховано объединение 

множеств Aw В.
Пересечением (А п  В) двух множеств А иВ  называется мнол^ество, 

состоящее из всех тех и только тех элементов, которые принадлежат 
множеству А и множеству В (т.е. их общая часть);

A n B = { x j x G A A x e B } .
На рисунке (рис. 76) заштриховано множество А п  В.
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Рис.7

Разностью между множеством^ и множеством В (А\В)  называет­
ся множество, состоящее из всех тех и только тех элементов множества 
А, которые не принадлежат множеству В: А\ В = { х\х  е А а х  ^ В}.

На рис. 8а заштриховано множество А\В.
В случае, когда множество В является подмножеством А, разность 

А\ В  называется дополнением множества В до множества^ (рис. 86)!

Пишется так: А \ В  = ВА '

Дополнение множества^ в универсальном множестве / будем обо­
значать А (рис.

Рис. 8

Операции над мнолсествами обладают следующими свойствами: 
\.АглВ = Вг^А  -  коммутативность пересечения 
l .A^J  В = В ^  А -  коммутативность объединения 
Ъ. {АГ\В)Г\С=АГ\{ВГ\С)  -  ассоциативность пересечения
A.{A\J B )'u  С = A u  (В и  Q  -  ассоциативность объединения 

(^ А  п ( В и С )  = ( А п  В) и  ( А п  С) -  дистрибутивность пересечения
относительно объединения 

6. А и  ( В п  С) = (А и  В) п  (А и  С ) -  дистрибутивность объединения
относительно пересечения
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1 . А п А = А  
Z . A y j A  = А

9.A n  1  = 0

\ O . A u A  = I  
П . А п 1  = А 
\2. A kj I  = I  
\ З . А п 0  = 0  
\ 4 . A u 0 = A

15. Аг\В = A kjB - закон де Моргана

1̂6;' A'uB = А п В - закон де Моргана 
Cll. \ ( B n Q  = ( A \ B ) u ( A \ Q  
J 8 . A \ ( B u Q  = ( A \ B ) n ( A \ Q  = ( A\B) \C  
Справедливость свойств операций устанавливается двумя спосо­

бами:
а) с помощью графической иллюстрации на кругах Эйлера-Венна;
б) доказательством, исходя из определений операций и равенства 

множеств.
Пример 4. Даны числовые множества Л, В, С:
А ={л:| G -7 < х  <  1 },

В =  {xj X G R, X >  -1},
С = (x jx е R, -5 < х  < 2}.
Найти множества: а ) А и  В п С ; 6 )  {А (J В)  \ С.
Решение, а) Отметим каждое из множеств^. В, С  на числовой пря­

мой:

L -■ ----
- 1  о 1

в  -------------------------г г
- 1  о

с
-5

Теперь найдем множества^ В Г\ С w {А \J В) \ С.
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ВглС
-1

А ^ В п С
-1

A kjB —Р  
-7

(А и В )\С - С Л -
-7 -5

5пС ={л:|д :£7?,-1  <jc < 2 } = [-1; 2]; 
A u B n C = { x i x e R , - 7 < x < 2 }  =  [-7; 2];
^  U 5  = {дс| л: G 7?, л: > -7} = [-7; + оо);
( ^ u 5 )\ C = {x1x g /̂ , -7 < х < -5  v x > 2 }  = [-7; -5 ]u (2 ;+oo ). 
Пример 5. С помощью иллюстрации на диаграммах Эйлера-Венна 

покажите выполнимость свойства № 17: ^  \ (5  п  С) =  (J  \ В) и  (А \ С).
Решение. На отдельных рисунках отметим штриховкой множества, 

стоящие слева и справа в равенстве, а затем сравним рисунки.

На рисунках видно, что заштрихованные множества равные.
Примечание. Отношения между множествами выбираются произ­

вольно, в частности, множества А, В к С -  попарно пересекаются.

Пример 6. Докажите свойство дистрибутивности объединения от­
носительно пересечения; А ^  {В Г\С) = { А ^  В) c\{ A kj С).

Решение. Докажем, что множество
= А {В г\ С) Vi Е  ̂= {А KJ В) г\ {А ^  С)  равны, т.е. что любой 

элемент множества принадлежит множеству Е̂  и обратно, что лю­
бой элемент множества Е  ̂принадлежит множеству Е̂ .

1) Пусть X е Ej. Тогда х е А или х е  Вг\ С. Если х е  А, то х е А и В  
их е А и С , а  значит л: е ( A u B ) n ( A u Q ,  т.е. х е Если х е Вг\С,
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то л: е 5  и jc 6 с , а значит х е Bv ix  & A k j  C,t .q.x & {Akj В) r\{A\j  
С), X e . Ej с  Ê .

2) Пусть X e Ê . Тогда x e A u  В (x e A или x e  В) h x e A kjC  ( jce 
A или jc G С). Если X e A, то X E A и  (В n  С), т.е. x e E .̂

Если X ^ A,Tox  e B r x  e  С, т.е. x е В г ) С , а  значит д: е А и ( В г ) С ) ,
т.е. X Е Е .̂ E^ q E j.

Так как Е ^ с Е ^  и Е ^ ^  Е^, то множества Е^ и Е^ равны.
Пример 7. Используя законы операций над множествами, упрос­

тите выражение: {A\j В) yjВ .

Решение. A'<J B\J В =

=  (2 n S )u _ B =  

=  S u ( ^ n 5 )  =  

=  ( 5 u ^ ) n ( B u S )  =  

=  { В ^ 2 ) г л 1 =

З а д а н и я

28. Известно, что: 1) а е  А и  В; 2) а е  А п В ;  3 ) а  е  А\В.
Какие из следующих высказываний будут истинными:
а)а Е А; г ) а  е  А л а  е  В;
б ) а  Е В; д ) а  ^ А л а  ^ В;
в ) а  Е А л а  ^  В; е ) а  ^  А л а  е  В?
29. Найдите пересечение и объединение множеств АчВ\
а)А = {а, в, с, к, п}, В = {п, е, в, с, р} ;
б ) А  = (а, в, с ,к ,п ) ,  В = {а, с, к, в, п};
в ) А  = {а, в, с, к, п}, В = {а, с, к,}\ 
т) А = {а, в, с, к, п}, В =  {р, е, т,.]\
д)'А  -  множество четных натуральных чисел,
В -  множество целых чисел, делящихся на 3;
е) ^  -  множество корней уравнения -  4л: + 3 = О,
В -  множество корней уравнения -  3jc + 2 = 0;
ж) А -  множество чисел вида 2к+ 1,
В -  множество чисел вида Згг + 2, где к vin принимают все целые 

значения.

13

Эл
ек
тр
он
ны
й а
рх
ив

 би
бл
ио
те
ки

 М
ГУ

 им
ен
и А

.А
. К
ул
еш
ов
а



з) А -  множество цифр числа 281897, В -  множество цифр числа 
7324519.

Используя числовую прямую, найдите пересечение и объеди­
нение множеств А и В, если:

a) А ={л:| G Z , x > - 2 }  и 5  = {х|л: G Z , x < S } ;
б) А ={jc[ X е R , x > - 2 }  и 5 = {jc] jc е 7 ? , <  8};
b)А  ={jc|x е i?, О <л: < 3,5} и В = {х\ х е R, -3 < х < \ };
г )^  ={х| л: G /г, JC < -1 } и ^>-1 ,2 };
д ) А  ={x|x 6 R,-2,5 < jc<  1} и 5 =  {jcjjc £ /?, 2 < jc<5 ,3 }.

<31. Укажите характеристическое свойство элементов множеств 
P n Q n P ' U  Q, если;

a) Р  -  множество прямоугольников, Q -  множество ромбов;
б) Р-множество чисел, кратных 5, Q - множество чисел, кратных 3;
в) Р  -  множество учащихся 3 класса, Q -  множество мальчиков 

школы;
г)  F -  множество равнобедренных треугольников,
Q -  множество равносторонних треугольников.
32. Изобразите с помощью диаграмм Эйлера-Венна множества А,

В, С, если:
d ) A c i C , B c z C  и А п В  = 0 ;
6 ) A c : C , B ( z C  и C = A'<j B;
b) A ( z C,B а С  и А г \В ф 0-,
г) А г \В^<2) ,Аг \ С ф 0 ,  в  глС ф 0 ,  А п  В г \ С ф 0 ,
д ) А п В ^ 0 , А п С т ^ 0 ,  В п С ^ 0 .
33. Начертите два треугольника так, чтобы их пересечением:
а) была точка; б) был отрезок; в) был треугольник; г) был четырех­

угольник;
д) был шестиугольник. Какую фигуру представляет объединение 

этих треугольников?
-.-44. Найдите дополнение множества В до множества^, если:

. а )^  = {11, 12,43,54,7}, Р = {1 2 ,7 };
б ) А  = (л'1л: е iV, х <  10}, Р  = {л:| х е Л̂ , л: < 5};

—в) А -  множество учащихся некоторого класса,
В -  множество отличников в этом классе; 
r ) A - R ,  В = (-<ю;2);
д ) А = К ,  В = (1;5] ;
e )А = Я, В=[3;  + оо).
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35. Запишите множества Т \ Р  и Р\Т ,  если:
а ) T = { x \ x e Z , - 5 < x < 7 } ,  Р=^{х\х е N , 4  < х < \ 2 } ;
б) Г =  {а, в, с, к, п}, Р =  {р, е, с, к, п, d}\
в) Г =  {л:| д: е ,-2,5 < д: < 3}, Р  = {д:| л: g ,-2 < д: < 5}.

^ 3 6 . Известно, что А, В и С  подмножества универсального множе­
ства и А г \ В п С ^ 0 .  Изобразите при помощи диаграмм Эйлера-Венна 
данные множества и отметьте штриховкой:

а) а) А г\ В п  С; в) A \ j B n C ;

б ) A v j C u B ;  т) A n  в  .
37. Отношения между множествами К, L, Мданы на рисунке 10. 

Покажите на диаграмме Эйлера-Венна множества:
\ ) K n L u M ; 2 ) { K ^ L ) n M ;  3 ) K n ( L ^ M ) ;  4 ) K y j { L n M ) .

Рис. 10

 ̂ 38. Даны множества: Л = (xj д: е  , -3,5 < л: < 8}, В -  {х\х & R ,

- 5 < x < 3 } , C ^ { x \ x g R , - \  < j c <  3 ^ } .

Укажите характеристическое свойство элементов следующих мно­
жеств (с помощью числовой прямой):

a )^ \ 5 ; в )5 \ С ; д ) С п { В \ А ) - ,
6 ) ( A \ Q n B ;  r ) ( B \ Q u A ;  g) ( B u Q \ A .
39. Известно, что К, L, М -  подмножества универсального множе­

ства I. Отметьте на диаграмме Эйлера-Венна множества: 
^ a )(i^ \ Z )u M ; t) { ] ^ L ) \ M - ,
^ ) K \ { L u M ) - ,  д) { K n L ) n M \

b){L\jM)\K- ,  -e ) { K K j L ) n M .
15
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t / 40. Пусть G -  множество всех треугольников, Р  -  множество равно­
бедренных треугольников, А'-множество прямоугольных треугольни­
ков, S -  множество треугольников со стороной 5 см.

Изобразите данные множества с помощью диаграмм Эйлера-Вен- 
на. Отметьте штриховкой и укажите характеристическое свойство эле­
ментов следующих множеств:

а ) Р п  КглЗ\ г ) Р  ^ K n S ;  ж) ( P n K ) \ S ;
' 6 ) P u K u S ;  j j O ( P \ K ) ^ S ;  з )

B ) P n K u S ;  e ) P n { K \ S ) ;  ^ ) P n K u S .

41. Установите справедливость свойств 1-18 с помощью диаграмм 
Эйлера-Венна. ^

^ 4 2 . Даны множества: ̂  = [ -3; 5 ); В = {0; 7]; С = (-1; § ). Учитывая, 
что R -  универсальное множество, покажите на числовой прямой следу­
ющие множества: А \ (В и  С), (А\В)\С,  А\(В\С) ,  (А\ В) п  (В п  Q ,

____  ____  ;
{ А ^ В } п ( А  \С), А и  В \ С ,  А и ( В \ С ) ,  А ^ ( В \ С ) ,  А \ В п С ^

А \ В п С ,  А\В\В п С .
43. Упростите выражения:
а) {АглВ) глВ;  в ) А п ( А и  В)\

б) А и В г \ В \  г) { А п В ) г л { В г л А ) .
44. Используя законы операций над множествами, докажите равен­

ство: _  ______  ' ______
A\j B ^ C  = А п В г л А п С .

45. Докажите, исходя из определений операций над множествами и 
равенства множеств, следующие равенства:

а) A kjB = A c\B\ в) А \  ( B n Q  = ( A \ B ) u ( A \ Q ;

6) А п В  = А и В ;  г ) А \ ( В и  Q  = ( A \ B ) n ( A \ Q .

46. Докажите, что для любых множеств верны следующие соотно­
шения:

Si) А \ В  =  А п В - ,  г ) { А \ В ) \ С  = {А\С)\В\
б) А г \ В  ^_А В\ д ) А и  (В \ Q  (А и  В);
в ) Ж в  = А и ( А п В ) ;  e ) ( A \ B ) u C c : ( A u Q \ B .
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1.4..Разбиение множества на классы

Разбиение множества М  на попарно непересекающиеся подмно­
жества или классы К̂ , К ^ , определяется тремя условиями:

1) каждое из подмножеств К. непусто:
К. Ф 0  для всех / = 1, 2 , w;
2) любые два подмножества не пересекаются:
К.глК.  = 0  для всех/,у= 1, 2 , «  п i Ф j ;
3) объединение всех подмножеств дает множество М:
K kj K^k j . . . kjK  = М1 Z п
Разбиение множества на классы осуществляется С помощью 

свойств. С помощью одного свойства осуществляется разбиение мно­
жества вообще на 2 класса, с помощью двух свойств -  на 4 класса, с 
помощью трех свойств -  на 8 классов, с помощью п свойств -  на 2" 
классов. В частных случаях может получиться меньше классов, так как 
некоторые из подмножеств оказываются пустыми.

Число элементов объединения двух множеств равно сумме коли­
чества элементов в каждом из них, уменьшенной на количество эле­
ментов пересечения этих множеств.

Пусть даны два множества А и В. Число элементов множества А 
равно т{А), число элементов множества В -  т{В). Тогда для любых 
множеств А и В  справедливо равенство;

т{А ^  В) = т(А) + т{В) -  т{А п  В).
Если множества А и В  hq пересекаются, т.е. А п В  = 0,то т(А и В ) =  

=  т(А) + т(В). Для трех множеств А, В, С эта формула запишется так:
’' т{А KJ В С) ~ т{А) + т{В) + m{G) -  т{А Г\ В) — т{А п  Q  -  fn(B п  С) + 

+ т{А глВглС) .
Пример 8. Запишите и назовите классы, на которые разбивается
а) множество параллелограммов с помощью свойств «быть равно­

сторонним» и «быть прямоугольным»; б) множество натуральных чи­
сел с помощью свойств «быть простым числом» и «быть составным 
числом». Изобразите разбиение на диаграмме Эйлера-Венна.

Решение, а) Пусть М -  множество всех параллелограммов. С по­
мощью свойства «быть равносторонним» мы выделяем подмножества

А -  равносторонних и Л — неравносторонних параллелограммов; с 
помощью свойства «быть прямоугольным» выделяем подмнол<ества
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в  -  прямоугольных W в  — непрямоугольных параллелограммов. Ука­
занные два свойства определяют разбиение множества М на 4 попарно 
непересекающиеся подмнолсества, каждое из которых непусто и их объе­
динение образует множество М,  т.е. множество М  разбилось на 4 клас­
са (рис. 11а):

\ - А г \ В -  множество прямоугольных равносторонних параллелог­
раммов (квадраты);

II -  А г л В -  множество равносторонних непрямоугольных парал­
лелограммов (ромбы непрямоугольники);

П1 -  А г \ В -  множество прямоугольных неравносторонних парал­
лелограммов (прямоугольники неромбы);

-  А г\ В множество непрямоугольных, неравносторонних па­
раллелограммов (остальные параллелограммы).

б) Пусть А -  множество простых чисел, В -  множество составных 
чисел. С помощью этих двух свойств множество N  натуральных чисел 
разбивается на 4 попарно непересекающиеся подмножества:

I -  А гл В -  множество чисел, которые являются одновременно 
простыми и составными;

II -  А г \ В -  множество чисел, которые являются простыми и не 
являются_составными (все простые числа);

1П -  п  5  -  множество составных чисел, которые не являются про­
стыми (в ^  составные числа);

-  А Г\ В -  множество чисел, которые не являются ни простыми, 
ни составными (число 1).

Учитывая, что подмножество п  В пусто, мы получили разбиение 
множества на 3 класса (рис. 116).

Пример 9. Из 40 с гудентов группы 35 человек успешно сдали экза­
мен по математике, а 37 -  по русскому языку. Двое студентов получили
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неудовлетворительные отметки по обоим предметам. Сколько студен­
тов имеют академическую задолженность?

Решение. 1 способ. Пусть С -  множество студентов группы, М -  
множество студентов, успешно сдавших математику, Р  — множество 
студентов, успешно сдавших русский язык.

Тогда т{С) = 40, т{М) = 35, т{Р) = 37.
M y j  Р  -  множество студентов, успешно сдавших хотя бы один эк­

замен.
m{Mvj  Р ) = 40 -  2 = 38 (т.е. 2 студента не сдали ни одного экзаме­

на). Получаем: Р )  = т{М) + т{Р) -  т{Мгл Р ),
38 = 35 + 37 -  т{Мгл Р),отсюда т{Мгл Р ) =  35 + 37-38  = 34, т.е. 34 

студента успешно сдали оба экзамена и не имеют академической задол­
женности.

Тогда 40 -  34 = 6 студентов имеют академическую задолженность.
2 способ. Задачи такого типа удобно решать с использованием ди­

аграмм Эйлера-Венна. Изобразим множества С, М, Р  на диаграмме 
Эйлера-Венна. Множество С разбилось на 4 класса с помощью двух 
свойств М и  Р. Теперь достаточно вписать число элементов каждого из 
классов разбиения и получим наглядную картину, позволяющую отве­
тить на вопрос задачи (рис. 12).

В классе IV -  2 элемента (студенты, не сдавшие ни одного экзаме­
на); тогда на все остальные классы (I, II, III) остается 38 человек. В I и II 
вместе 35 человек, тогда в классе III остается 38 -  35 = 3. В 1 и Ш вместе 
37 человек, тогда в I: 37 -  3 = 34. Во II классе 35 -  34 = 1 человек.

Итак, студенты, имеющие академическую задолженность -  это эле­
менты классов II, III, IV: 1 + 2  + 3 = 6.
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47. Пусть А -  множество всех прямоугольных треугольников; В -  
множество равнобедренных треугольников.

Запишите и назовите классы, на которые разбивается множество М  
всех треугольников с помощью данных двух свойств. Изобразите это 
разбиение на диаграмме Эйлера-Венна.

48. Запишите и назовите все попарно непересекающиеся подмно­
жества, на которые разбивается множество Мстудентов 1 курса с помо­
щью свойств «бьггь отличником», «быть спортсменом», «быть участни­
ком художественной самодеятельности». Изобразите эти подмножества 
на диаграмме Эйлера-Венна.

49. На какие классы разбивают множество N  свойства «быть чет­
ным», «быть кратным 3», «быть кратным 5»?

50. Изобразите на диаграмме Эйлера-Венна, запишите и назовите 
классы, на которые разбивается множество действительных чисел с 
помощью трех свойств: «быть натуральным», «быть рациональным», 
«быть отрицательным».

51. На какие классы разбивается множество всех точек плоскости:
а) прямой линией;
б) двумя параллельными прямыми;
в) двумя пересекающимися прямыми;
г) окружностью.
52. Проверьте правильность следующих классификаций:
а) треугольники делятся на остроугольные, прямоугольные, тупоу­

гольные, равносторонние, равнобедренные;
б) параллелограммы делятся на ромбы, прямоугольники, паралле­

лограммы, не имеющие оси симметрии;
в) треугольники делятся на разносторонние, равнобедренные и рав­

носторонние;
г) целые числа делятся на положительные и отрицательные;
д) натуральные числа делятся на четные, нечетные и числа, кратные 3;
е) четырехугольники делятся на параллелограммы и трапеции;
ж) рациональные числа делятся на целые и дробные.
53. В классе 35 учеников. Из них 20 занимаются в математическом 

кружке. 11 -  в биологическом, 10 ребят не посещают эти кружки. Сколько 
биологов увлекаются математикой?

54. В пионерском лагере 70 ребят. Из них 27 занимаются в драмк­
ружке, 32 поют в хоре, 22 увлекаются спортом. В драмкружке 10 ребят 
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из хора, в хоре 6 спортсменов, в драмкружке 8 спортсменов, 3 спорт­
смена посещают и драмкружок, и хор. Сколько ребят не поют в хоре, не 
увлекаются спортом и не занимаются в драмкружке? Сколько ребят за­
няты только спортом?

55. В классе 38 человек. Из них 16 играют в баскетбол, 17 -  в хок­
кей, 18 -  в волейбол. Увлекаются дв}^я видами спорта -  баскетболом и 
хоккеем -  четверо, баскетболом и волейболом -  трое, волейболом и хок­
кеем -  пятеро. Трое не увлекаются ни одним видом спорта. Сколько 
ребят увлекается одновременно тремя видами спорта? Сколько ребят 
увлекаются лишь одним из этих видов спорта? Сколько ребят увлека­
ются хотя бы одним видом спорта?

'* 56. В классе 28 учащихся: из них 4 отличника, 14 спортсменов, 
18 участников художественной самодеятельности, 2 отличника и спорт­
смена, 3 отличника и участника художественной самодеятельности, 
10 только участников )^/дожественной самодеятельности, а 1 -  спортсмен, 
отличник и участник ?^дожественной самодеятельности. Сколько уча­
щихся не являются ни отличниками, ни спортсменами, ни участниками 
}^дожественной самодеятельности? Сколько только отличников?

57. 80 человек знают хотя бы один из трех языков, причем 10 знают 
только английский. 14 -  только немецкий, 20 -  только французский, а 
число знающих все три языка на 2 меньше числ^ Знающих только не­
мецкий и французский, на 4 меньше числа, знающих только английс­
кий и французский и на 6 меньше числа, знающих только английский и 
немецкий. Сколько человек знают три языка? Французский и немец­
кий?

58. В классе учатся 40 человек. Из них по русскому языку имеют 
«пятерки» 19 человек, по математике -  17 человек и по физике 22 че­
ловека. Только по одному предмету имеют «пятерки»: по русскому языку -
4 человека, по математике -  4 человека и по физике -  11 человек. Семь 
человек имеют «пятерки» и по математике, и по физике, из них пятеро 
имеют «пятерки» и по русскому языку. Сколько человек учатся без 
«пятерок»? Сколько человек имеют «пятерки» по двум из трех пред­
метов?

59. Из 80 пассажиров поезда Минск -  Симферополь знают бело­
русский, но не украинский -  19 человек, русский, но не украинский -
29, все три языка -  3 пассажира, белорусский и русский -  7, русский и 
украинский -  7, только два языка -13 пассажиров. Сколько пассажиров 
зпают только украинский язык? Сколько -  белорусский и украинский, 
по ПС русский? Сколько пассажиров знают русский язык?
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60. в  отчете сообщалось, что из 100 учащихся количество детей, 
изучающих разные языки, таково; все три языка -  5 человек, немецкий 
и испанский -  10, немецкий и французский -  20, французский и испан­
ский -  8, испанский -  30, немецкий -  23, французский -  50. Отчет был 
оценен как неудовлетворительный. Почему?

1.5. Декартово произведение множеств.
Координаты точки на прямой и плоскости

Декартовым произведением множеств^ и В называется множество 
А X В всевозможных пар, первые компоненты которых принадлежат 
множеству А, вторые -  множеству В:

А х  В =  {(jc,>’)| X е А л у  е В}.
т{А X В) = т{А) • т{В)
Начало отсчета (некоторая точка О), масштаб е (единичный 

отрезок) и направление луча ОХ образуют систему координат на 
прямой. Прямая с выбранной на ней системой координат -  координат­
ная прямая. Координата точки Мна прямой -  это число jc, такое что:

а) модуль числа х равен расстоянию от О до М  U I = I ОА/1;
б) число X положительно, если точка Мнаходится справа от точки О, 

и число X отрицательно, если точка Мнаходится слева от точки О.
За единицу масштаба е можно взять длину любого отрезка, за начало 

отсчета -  любую точку на прямой. При переносе начала отсчета 
координата произвольной точки М  прямой преобразуется по формуле:

х ' = х - а ,  где х -  старая координата точки М, х' -  новая координата 
точки М , а -  координата нового начала отсчета в старой системе.

Расстояние между точками на прямой вычисляется по формуле:
I АВ\ = I в -  d .

Совокупность двух взаимно-перпендикулярных координатных 
прямых с началом отсчета О (точка пересечения прямых) и одинаковым 
масштабом называют декартовой прямоугольной сист емой  
координат. Одна из прямых называется осью абсцисс (ОХ), вторая -  
осью ординат (ОУ). Положение точки М  на плоскости определяется 
парой чисел {х, у), где х -  абсцисса (координата проекции точки М  на 
ось абсцисс), у -  ордината (координата проекции точки М  на ось 
ординат).
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При переносе начала координат О в точку 0'{а, в) координаты 
произвольной точки М  (х; у) изменяются по формуле;

х' =  х —а,

У  =  у - Ъ

Каждой паре действительных чисел (л:, -у) соответствует одна и толь­
ко одна точка плоскости и обратно каждой точке на координатной плос­
кости соответствует одна пара чисел. Это дает возможность изображать 
декартово произведение двух числовых множеств на координатной плос­
кости.

Расстояние между точками A(x^,y^) и В{х^,у^) на плоскости вычис­
ляется так:

АВ\ =  ^ { х ^ - х , У  + { y ^ - y , f  .

•Пример 10. Пусть = {а, о, у ], В = {к:, //}. Перечислите элементы 
множеств А х  В и В у. А.

Решение. Выпишем сначала элементы множества^ х В -всеюзможные 
пары, у шгорых первый элемент из множества А, второй - т  В:

^  X Б  =  {(<3, к), {а,  н), {о, к), {о, и), (у, к% (у, н )} .
Замечаем, что множество А х  В содержит 2-3  = 6 элементов. 

Элементы множества В х А запишем в виде таблицы:

в
а о у

к (к, а) (к. о) (^.У )
и (н, а) (н, о) i^ .y )

Итак, В х А  = {{к, а), (к, о), (к, у), (н, а), {н, о), (и, у )}. Видно, что 
множества А х  В и В х А  содержат различные пары, т.е.

А х  В Ф В х А .
Множества В х А  также состоит из 6 элементов.
Пример 11. Докажите, что А х { В  глС)  = { Ах  В ) г л { А х С ) .
Решение. Установить справедливость этого равенства можно, 

показав, что любая пара (дс, из множества А х  {В Г\ С)  принадлежит 
множеству (А X В) Г\ (А X С)  и наоборот (см. пример 6).

•Пример 12. Изобразить на координатной плоскости множество 
точек А X В, если:
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а)А = {\,2,5} ,  Б = { -\,2};
б ) А  = {x|jc e R , \ < x < 4 } ,  B = { y \ y e R , 2 < y < 6 ] ,
Решение, а)А х В = { ( 1 ;  -1), (1, 2), (2, -1), (2, 2), (5, -1), (5, 2 )}. На

координатной плоскости это множество изобразится в виде 6 отдельных 
точек (рис. 13а).

б) Множество А х  В состоит из точек, абсциссы которых удовлетво­
ряют неравенству 1 < jc < 4, а ординаты -  неравенству 2 < у < 6. Это 
п р я м о у г о л ь н и к ( р и с .  136).

а)

О ;1 12 3 4
— «— «--------------

З а д а н и я

61. Известно, что (c,d) е А х  В. Какие из следующих высказываний 
являются истинными:

si)c е А ;  Q)d ^ В\ в ) с  ^ А; r ) d  е В;
д) {с е А)  А (d  & В); е) (с  € А)  а  {d е В);
ж) {с е А)  А (d  ^ Ву>
62. Что можно сказать о множестве А х  В, если А =  0 1
63. Даны множества А = {а, в, с}, В = { \ , 2 } ,С  = (2, 3, 4}:
а) запишите множества А х В , А х С , В х С ;
б) верно ли, что (А X В) Г) (А X Q  = А X (В п  С)?
64. Выпишите все двузначные числа, у которых число десятков 

четное, а число единиц кратно 3. Сколько чисел получилось?
65. Составьте все дроби, числитель и знаменатель которых -  

однозначное число из множества {3 ,4 ,5 ,7}.Сколько дробей получилось?
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66. Завтрак состоит из двух блюд. На второе предлагается: рыба, 
сосиски, пельмени, оладьи. На третье можно выбирать чай, кофе, молоко. 
Какие завтраки можно составить из этих блюд?

67. После переноса начала координат координата точки ̂ (-7 ) стала 
равна 2. В какую точку перенесено начало координат?

68. После переноса начала координат в точку 0 '(3 ) координата точки 
В стала равна 8. Найдите старую координату точки В.

69. В какую точку перейдет точка ̂ (-1), если она сначала сдвинута 
вправо на 7 единиц, потом влево на 10 единиц?

70. Найдите точки, отстоящие от точки ̂ (3 ) на 7 единиц.
71. Начало координат перенесено в точку О' (4; -3). Каковы новые 

координаты точек^(5; 2), Д-3; -1), С(2; -6)?
72. Найдите координаты точки А, если после переноса начала 

координат в точку О' (-5; -1) ее новые координаты равны 2 и 4.
73. Найдите расстояние между точками А{а) и В{в), если:
а) а = -6, в = 12;
б) а = 7, в = -4;
в) flf = -12, в = -6;
г )а  = -в ,в  =  -19.
74. Найдите длину отрезка М Р  с концами:
а )М (-3 ;2 )и Р (5 ;-2 );
б )М (2 ; -7 )иР (6 ; 4);

'^75. Изобразите на координатной плоскости элементы декартова 
произведения множеств Ат В, если:

. а ) ^  = {1 ,2, 4, 5}, 5  = {3 ,4, 7 };
• 6) А = е Л^,лс<5}, В =  {у\у е N , y < 2 } ;  
с ъ)А {х\х е R, \ < х < 2 } ,  В =  {у\у G R , 0 < y < \ } ;

г )^  л: G 7?, -1 <;t < 1}, ^  = {3^ | е  7?, О < ; ;<  2 };
, д) ̂  = {х| л: G Л̂ , < 1}, 5  =  е i?, -2 <>  ̂< 3};

е ) A  = { x \ x e R , - 2 < x < 3 } ,  В = {у\у е N , y  < I};
ж)А = { х \ х ё 1 , - 3 < х < 3 } ,  В = {у\у G R, -2 < у  < 5 };
з ) А  = (х1х G R, х < 3 } ,  В= {у\у  е N , y < 4 } ;
и ) ^  =  {дг|д: е ЛА,д:<5 }, Л  =  е i? ,>; >  5};

, к )^  = {х|л: G i?,-1 < X < 3}, B - { y \ y e R ,  y < 3 ) .
76. Все элементы декартова произведения множеств X  и У  

изображены на координатной плоскости. Запишите множествами У.
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2. Э Л Е М Е Н Т Ы  К О М Б И Н А Т О РИ К И

2.1. Понятие о комбинаторной задаче.
Правила суммы и произведения

Пусть даны множества Л J, ̂ 25 • • - Возьмем элементы еА^,а^еА2 ,
е и образуем упорядоченную систему из п элементов: (а,, а̂ ,

a j ,  которую назовем кортежем длины п. В отличие от множества 
{<7j, « 2, . . в кортеже некото]^е элементы могут оказаться равными. 
Кортежи длины 2 называются парами, длины 3 -  тройками и т.д., длины 
п -  энками. Два кортежа называются равными, если они имеют 
одинаковую длину и одинаковые компоненты с одинаковыми номерами.

Декартовым произведением к множеств А^,А^, ...,А^ называется 
множество всевозмоишых кортежей длины к; (а,, а ^ , а )  таких, что
а, еА, ,а^еА^,

Число элементов декартова произведения множеств А ,̂ А ,̂ А^ 
вычисляется так:

т{А  ̂хА^х  ... X А^) = т{А^) • т(А^) ■ ... • m(AJ.
Для двух множеств А и В  эта формула выглядит так: 

т(А х В ) = т(А) • т(В).
Задачи, в которых приходится выбирать из некоторого множества 

объектов его подмножества, располагать элементы какого-то множества 
в том или ином порядке и т.д., называются комбинаторными. Область 
математики, в которой изучают комбинаторные задачи, называют 
комбинаторикой.

Решение большинства комбинаторных задач основано на двух 
простых правилах, которые называют правилами суммы и произведения.

Правило суммы позволяет найти число элементов в объединении 
двух или нескольких конечных множеств, которые попарно не 
пересекаются:

т{А  ̂ и  А  ̂и  ... и  A J = т(А^) + т(А^) + ... + m(AJ.
Формулируется это правило так: если выбор одного объекта можно 

осуществить различными способами, второго -  р^различными
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способами, отличными от предыдущих и т.д., то выбор какого-нибудь 
одного объекта из всех данных объектов можно осуществить р^+р^ + 
... + р  ̂ способами.

Правило произведения позволяет найти число элементов декартова 
произведения к множеств. Это правило формулируется так: если элемент 
Xj можно выбрать п̂  способами, элемент х  ̂ -  п̂  способами и т.д., 
элемент х̂  -  п̂  способами, то кортеж (х̂ , х̂ , ..., x J  можно выбрать 
п , -п - . . . ' п  способами.1 2  к

Пример 13. В столовой имеется 4 первых блюда и 6 вторых.
а) Сколькими способами можно выбрать одно блюдо (первое или 

второе)?
б) Сколькими способами можно составить из них обед из двух блюд?
Решение, а) Имеется 2 конечных множества к =  { а а ^  а̂ , а̂ } -

множество первых блюд, Ь= {bj ,  Ъ̂ , Ь̂ , Ъ^Ъ^} -  множество вторых 
блюд. Стоит задача выбрать объект, который принадлежит или 
множеству А, или множеству В.

Поскольку множества А  и В не пересекаются, то количество 
объектов, которые принадлежат или А, или В — это то же количество, 
что и объектов, принадлежащих множеству А  и  В.

т{А U В) = т{А) + /Т7(В).
Поэтому по правилу суммы одно блюдо можно выбрать 4 + 6 = 10 

способами.
б) В данной задаче надо подсчитать, сколько пар элементов по 

условию задачи можно составить. Поскольку множество А  -  
четырехэлементное, то имеется 4 возможности выбора первого блюда. 
Множество В -  шестиэлементное, поэтому имеется 6 возможностей 
второго блюда при каждом выборе первого. Всего возможностей выбора 
первого и второго блюда (обеда) 4 :§  =  24.

З а д а н и я

77. Сравните понятие кортежа и множества. В чем их сходство и 
различие?

78. Запишите множество различных букв слова «параллелограмм». 
Запишите кортеж букв в этом слове.

28

Эл
ек
тр
он
ны
й а
рх
ив

 би
бл
ио
те
ки

 М
ГУ

 им
ен
и А

.А
. К
ул
еш
ов
а



X t
79. На множестве TV задано уравнение: — =  — . Назовите несколько

У Z
четверок чисел, принадлежащих множеству Т  решений данного урав­
нения. Верно ли, что (3, 1, 9, 3) е Г?

80. Образуйте всевозможные кортежи длины 3 из элементов мно­
жества^ = {а, в, с, л:}.

81. Используя цифры 2, 7, О, 4, запишите всевозможные трехзнач­
ные числа (цифры в записи числа не повторяются).

82. Даны множества^ = {а, в, с } , В = {к, п ) , С = { х , у , р ] . Запишите 
множества А х В х С , vl В х  А х  С. Сравните их. Сколько элементов 
содержат эти множества?

83. Имеются 4 ручки и 5 карандашей. Сколькими способами мож­
но выбрать один предмет: либо ручку, либо карандаш?

84. Имеются 5 сортов конвертов без марок и 4 сорта марок. Сколь­
кими способами можно выбрать конверт и марку?

85. Два пункта А  и В связаны дорогами. Три дороги идут через 
пункт Д и две -  через пункт С. Пункты С и Д между собой не связаны 
дорогами. Сколькими способами можно выбрать дорогу из А  в В?

86. Сколькими способами можно выбрать на шахматной доске два 
квадрата -  белый и черный?

87. Четверо студентов сдают экзамен. Сколькими способами им 
могут быть поставлены отметки, если известно, что ни один из студен­
тов не получил неудовлетворительной оценки?

88. Сколько трехзначных чисел можно составить из цифр 1,2.3,4,5, 
если каждую цифру можно использовать: а) несколько раз; б) только 
один раз?

89. Сколько чисел, меньших, чем миллион, можно записать с помо­
щью цифр 9, 8, 7?

90. Составьте команду космического корабля, если на место коман­
дира имеется 4 кандидатуры, на место инженера -  3, на место врача -  3. 
Сколькими способами это можно сделать?

91. В библиотеке имеется 10 различных книг А.С. Пушкина, 
8 различных книг И.С. Тургенева и 7 различных книг Н.В. Гоголя. Сколь­
кими способами ученик может сделать выбор трех книг так, чтобы сре­
ди них бьша одна книга А.С. Пушкина, одна книга И.С. Тургенева и 
одна книга Н.В. Пзголя?
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92. Из города А в город В ведет 2 дороги, а в город С -  3 дороги. 
В город D  из города В ведет 3 дороги, а из города С -  4 дороги. Города В 
и С дорогами не соединяются. Сколько различных автобусных маршру­
тов можно провести между городами А и D?

2.2. Комбинаторные соединения

Конечное множество иaзъшeieтcяynopядoчeнны^^, если его элемен­
ты некоторым образом пронумерованы. В отличие от кортежей в упоря­
доченном множестве все элементы различны.

Всякое упорядоченное «-множество называется перестановкой без 
повторений, составленной из всех его элементов.

Число перестановок из п элементов вычисляется по формуле: 
Р  ̂= п\, где п \ - п  факториал -  произведение всех натуральных чисел 
от 1 до п, например: 3! = 1 • 2 • 3 = 6.

Размещением без повторений из п элементов по к элементов на­
зывается каждое упорядоченное к-элементное подмножество данного 
л-элементного множества.

Число размещений без повторений из п элементов по к элементов 
определяется по формуле:

К  =  , = п - ( п - \ ) - ( п - 2 ) - { п - к \ \ ) .
{ п - к ) \

Сочетанием из п элементов по к элементов называется любое к- 
элементное подмножество данного w-элементного множества.

Число сочетаний из п элементов по к элементов определяется по 
формуле:

= ---- ------ .
к\{п-к)\

Размещением с повторениями из п элементов по к элементов на­
зывается кортеж длины к, составленный из элементов «-элементного 
множества (не обязательно п > к).

Число размещений с повторениями из п элементов по к элементов 
определяется по формуле:
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Перестановка с повторениями -  кортеж длины п, в котором один 
элемент повторяется п, раз, второй -  раз и т.д., к-тый элемент повто­
ряется раз («J + «2 + ... + =  W). Число таких перестановок определя­
ется по формуле:

------------  («,+«2+■■■ +  »> )!
л,.«2 •■■■>"* « * !

Все выше рассмотренные комбинаторные соединения различают­
ся по трем признакам. Они приведены в следующей схеме.

Пример 14. Сколько различных четырехзначных чисел можно со­
ставить из цифр:

а) 1,2, 3,4, 5 (без повторений);
б) 1, 2, 3, 4 (без повторений);
в) 1,2,3?
Решение, а) Числа отличаются друг от друга либо выбором цифр, 

либо порядком их расположения. Речь идет о выделении упорядочен­
ных четырехэлементных подмножеств данного множества, содержащего
5 элементов, т.е. о размещениях без повторений из 5 элементов по 4.

=5 -4-3 -2  =  120.
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б) Мы составляем четырехзначные числа с помощью 4 цифр, по­
этому различаться они будут только порядком расположения цифр, т.е. 
речь идет о перестановках без повторений из 4 элементов.

Р  = 4! = 4 - 3  • 2- 1=24.
4

в) В данном случае выделяются 4 цифры из 3, поэтому будут повторе­
ния цифр. Таким образом составляемые числа имеют повторения, а также 
отличаются друг от друга либо выбором цифр, либо порядком их располо­
жения, т.е. речь идет о размещениях с повторениями из 3 элементов по 4.

4 = 3 ' ' = 8 1 .

Пример 15. Сколькими способами можно переставить буквы в сло­
ве МИССИСРШИ?

Решение. Элементы (буквы) не выбираются. Получаемые «слова» 
будут различаться порядком следования букв. Очевидно, что в «словах» 
будут одинаковые буквы: И -  4 раза, С -  3 раза, М -  1 раз, Р -  1 раз. 
Поэтому речь идет о перестановках с повторениями.

(4 + 3 + 1 + 1)! 9! 9-8-7-6-5-4-3-2-1р  = 1— г : J -  = ---------- :------= г_____   = 2520
4!-3!-1!-1! 4!-3!-1!-1! 4-3-2-ЬЗ-2-1-М

Пример 16. Сколько различных произведений можно получить, 
используя в качестве множителей три различные числа из чисел 1,2,3,
4, 5, 7, 9?

Решение, Будем считать, что 1 • 2 • 3 = 6 -  это то же произведение, 
что и 2 • 1 -3 = 6. Поэтому произведения отличаются друг от друга 
только выбором чисел, и речь идет о сочетаниях без повторений из
7 элементов по 3.

^ 3 ^  7! ^ 7-6.5-4-3-2-1^^^

' 3 !-(7 -3 )! 3-2-1-4-3-2-1

З а д а н и я

* 93. Из 8 членов месткома надо избрать председателя, его замести­
теля, секретаря и культорга. Сколькими способами это можно сделать?

 ̂ 94. Сколькими способами можно рассадить 5 учащихся, если в клас­
се 40 мест?
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95. Сколькими способами можно выбрать 4 краски из 6 различных 
красок?

96. Во взводе 5 сержантов и 50 солдат. Сколькими способами мож­
но составить наряд из одного сержанта и трех солдат?

97.У Маши 7 книг, у Кати 9 книг Сколькими способами можно об­
менять 2 книги одной девочки на 2 книги другой?

98. Сколькими способами можно обить 6 различных стульев, если 
имеются 12 сортов обивочного материала?

99. Сколькими способами можно рассадить 12 гостей на 12 различ­
ных стульев?

100. На окружности отмечено 8 различных точек.
а) Сколько хорд можно провести, соединяя любые две из этих точек?
б) Сколько различных треугольников с вершинами в данных точ­

ках можно построить?
в) Сколько выпуклых четырехугольников с вершинами в данных 

точках можно построить?
г) Сколько невыпуклых четыре?^ольников с вершинами в данных 

точках можно построить?
101. Сколькими способами можно составить 3-цветный флаг с тре­

мя горизонтальными полосами одной и той же ширины, если есть ма­
териал 5 различных цветов? Решите эту задачу, если одна из полос дол­
жна быть красной. . '■

102. На школьном вечере присутствуют 12 девушек и 15 юношей. 
Сколькими способами можно выбрать из них 4 пары для танцев?

103. Сколько словарей нужно издать, чтобы можно было выполнять 
непосредственно переводы с любого из 5 языков (русского, английского, 
немецкого, французского и итальянского) на любой другой язык?

104. В классе изучается 10 предметов. В понедельник 5 уроков, при­
чем все уроки разные. Сколькими способами можно составить распи­
сание на понедельник?

105. Тридцагь различных букв русского алфавита изображены на карточ­
ках. Сюэлько различных четырехбуквенных «слов» можно из них составить?

106. 25 учителей, встретившись перед педсоветом, обменялись ру­
копожатиями. Сколько было сделано всего рукопожатий?

107. 25 выпускников школы решили обменяться фотокарточками. 
Сколько было всего заказано фотокарточек?

108. В спортобществе 10 сильных лыжников и 8 сильных лыжниц. 
Сколькими способами можно сформировать команду из четырех лыж­
ников и трех лыжниц?
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109. На кафедре математики 9 преподавателей. Сколькими спосо­
бами можно составить расписание консультаций на 9 дней, если каж­
дый преподаватель дает консультацию ровно один раз?

110. Сколько чисел, больших 100, можно записать с помощью цифр
1, 2, 3, 4, если в записи числа цифры не повторяются?

111. Пять различных предметов раздают 8 людям, причем может 
случиться, что некоторые получают по нескольку предметов. Скольки­
ми способами может быть произведен раздел?

112. Сколькими способами можно переставить буквы в слове «ма­
тематика»?

113. В доме отдыха каждый День давали либо яблоко, либо апель­
син, либо мандарин. В течение 24 дней было выдано 9 яблок, 7 манда­
ринов, 8 апельсинов. Сколько различных вариантов могло быть?

■̂ 114. Сколько разных комбинаций ответов можно дать на 8 вопро­
сов, если на каждый вопрос отвечают «да» или «нет»?

115. Сколько имеется различных шестизначных чисел, у которых
3 цифры четные и 3 нечетные?

116. Автомобильные номера состоят из трех букв, за которыми идут
4 цифры, например МКМ 07-37. Сколько машин можно снабдить раз­
личными номерами, если используется 25 букв (буквы Ь, Ъ, Ё, Й и Ы не 
используются)?

117. В двоичной системе счисления, применяемой в ЭВМ, суще­
ствует только 2 знака: О и 1 (иначе: включено -  выключено, соединено -  
разъединено, есть ток -  нет тока). В одной из ЭВМ каждое «машинное 
слово» записывается в ячейке «памяти», содержащей 37 пронумерован­
ных двоичных разрядов. Сколько различных «слов»можно записать в 
такой ячейке?

 ̂ 118. В телефонной сети города Безпятска запрещен набор цифры 5. 
Сколько различных «безпятских» абонентов можно вызвать набором че­
тырехзначного номера, если ни один номер не должен начинаться с нуля?

119. Сколько разных видов ожерелья можно получить из 10 про­
сверленных шариков из оргстекла: 5 белых, 2 красных и 3 голубых?

120. Сколько различных символов можно передать азбукой Морзе, 
в которой используются 2 знака: точка, тире, в последовательности не 
более 5 знаков?Эл
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