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1. Суждения и отношения между ними
П ример 1.1. Установить отношение меисду суждениями: 

= ^ ~ ( - . 5 v - n C )  и F ^ =  А ^ ^ { В а С).
Сформулировать суждения, соответствующие формулам и F^.
Решение. Суждения могут быть совместимыми или несовместимы­

ми. Между совместимыми суждениями могут устанавливаться следу­
ющие отношения: равносильность, подчинение (логическое следова­
ние), частичная совместимость, а между несовместимыми -  противо­
речие, противоположность.

Для определения вида отношения между данными суждениями 
и F^ построим таблицу истинности для обеих формул.

А в с -,в -,с - 1  iS V -.с A~(-,Bv -,С) ВлС -.(5 л С) Av -,(Ba Q
1 И и и л л л л и л и
2 И и л л и и и . л и и.
3 И л и и л и и’ л и и
4 и л л и и и и л и й
5 л и и л л л и л л
6 л и л л и и "^л л и " ’и '
7 л л и и л и л л и и
8 л л л и и и л л и и

Сравнивая столбцы таблицы, соответствующие формулам F, и F^, 
видим, что F, и Fj в строках 2 ,3 ,4  одновременно истинны. Значит, эти 
суждения совместимые. Определим вид совместимости.

Суждения и FjHe я1вляются равносильными, т.к. столбцы их 
значений полностью не совпадают (в строках 1, 5, 6, 7, 8 у них разные 
значения), т.е. неверно, что F, = F^.

Проверим логическое следование.
1) Fj =?■ F ^  Это логическое следование верно в том случае, еслЦ нет 

такого набора значений суждений А, В, C,m>vi которых F^ = \i^a.F^ = Л. 
По таблице видим, что это ̂ требование "йарушено & строке 5. Значит,
данное логическое следование 1̂ р ави л ьн о е , т.е. И!|верно, что из суж­
дения F  ̂ логически следует суждение F ^.

3
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2) => Fj? Это логическое следованно псрпо в том слулае,_если
нет такого набора значений суждений А, В, при ксгорых F^ = Vi,aF^=Jl. 
Это требование нарушено в строках 1, 6, 7, 8. Значит, данное логиче­
ское следование неправильное, т.е. неверно, что из суждения F^ логи­
чески следует суждение F ^.

Суждения F  ̂ и F^ не находятся в отношении логического следования.
Суждения и F^ находятся в отношении частичной совместимо­

сти, так как нет такого набора значений суждений А, В, С, при которых 
F, = Л , F^ = Jl.

Сформулируем суждения, соответствующие формулам F, и F^.
Сначала сформулируем простые суждения А, В, С  (любого содер­

жания, но связанные между собой по смыслу). Пусть:
А -  “Я прочитаю книгу И. Мележа “Люди на болоте”;
В -  “Эту книгу прочитает моя подруга”;
С -  “Подруга отнесет книгу в библиотеку”.

Тогда получим сложные суждения:
: “Я  прочитаю книгу Мележа "Люди на болоте ” тогда и только 

тогда, когда эту книгу не прочитает моя подруга или не отнесет ее 
сразу в библиотеку

F :̂ “Я  прочитаю книгу Мележа "Люди на болоте ”, или неверно, 
что подруга прочитает эту книгу и отнесет ее в библиотеку ”.

2. Логическая функция 
и ее область истинности

Пример 2.1. Отметить штриховкой на диаграмме Эйлера-Венна об­
ласть истинности логической функции: F{x) = (А(х) з  ->В(х)) л  С(х).

Решение. Пусть:
-  область истинности А(х);
-  область истинности B{x)\

Е^ -  область истинности С{х);
Е  -  область истинности F(x).

Область истинности Е  логической функции F(x) можно найти раз­
ными способами.

Первый способ. Определим условия, при которых логическая функ­
ция F{x) превращается в истинное суждение. Иначе говоря, решим ло­
гическое уравнение {А{х) id ^В {х)) л  С { х )  = И.
4
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Исходя из определений логических операций, входящих в F{x), по­
лучаем:

А(х)  = И 

^В(х)  = И

c w - и
или

А(х) =  Л 

-^В(х) =  И 

С(;с) = И
или

А(х) =  Л 

-,B(jc) = Л 

С(х)  =  И

U 1)

А{х) = И А(х) =  Л А(х) =  Л

8{х )  =  Л В(х)  = Л ^В{х) = И
С(х)  = И С (х) = И C{x)  = W

Получили три решения. Это значит, 
что при таких наборах значений ̂ (л:), В(х) 
и С(х) логическая функция F(x) превра­
щается в истинное суждение. Отметим на 
диаграмме эти три области -  область ис­
тинности £  функции F(;c).

Второй способ — с помощью таблицы истинности.
1. Строим таблицу истинности для F{x) = (А(х) з  —£{х)) л  С{х).
2. Выбираем в таблице те строки, где F{x) принимает значение И.
3. Показываем на диаграмме области, соответствующие значениям 

А(х), В(х) и С(х) в выбранных строках.

3. Умозаключения, основанные на правилах 
логического следования

П рим ер 3.1. Проанализировать рассуждение.
“Если завтра будет хорошая погода, то я пойду в кино, если сдам 

зачет. Завтра будет хорошая погода, а  я  не сдала зачет. Следователь­
но, я  не пойду в кино ”.

Реш ениеы  Данное рассуждение состоит из трех суждений: первые 
два суждения -  посылки, третье -  заключение. Проанализировать рас­
суждение означает: установить, следует ли из данных посылок данное 
заключение.
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Определим логическую структуру hoci.uidk и чаключения.
Обозначим простые сулодения:

А: "Завтра будет хорошая погода ”
В: "Я сдала зачет ”
С: “Я  пойду в кино ”.

Получаем, что первое суждение (первая посылка) имеет структуру
(5 3  С); вторая посылка имеет структуру^ л  -,В; заключение-----,С.
Логическая структура всего рассуждения будет такой:

А (В z ^ Q,  А л В  ^  ^С .
Выяснить, является ли правильным полученное логическое следо­

вание, можно двумя способами.
Первый способ. Метод “от противного” .
Предположим, что следование неправильное. Это значит, что суще­

ствует такой набор истинностных значений А, В, С, при котором обе 
посылки одновременно истинны, а заключение -  ложно.

Получаем систему логических уравнений:
э  (Л 3  С) = И 

/1 л ^ В  = И 
^С  = Л

Будем решать эту систему, т.е. вычислять значения истинности суж­
дений А, В, С. Из третьего (самого простого) уравнения имеем: С = И. 
Далее, из второго уравнения получаем: = И, -i 5  = И или В = R.
Подставим полученные значения А , В к С в .  первое уравнение:

И з ( Л о И )  = И , И = )И  = И, И = И.
Противоречия не получили—система решается. Это значит, что пред­

положение верное.
Таким образом, следование (и рассуждение) неправильное.
Второй способ -  с помощью таблицы истинности.
1. Строим таблицу истинности для обеих посылок и заключения.
2. Выбираем строки, в которых обе посылки одновременно истинны.
3. Выясняем значение истинности заключения в этих строках:
а) если значение истинности заключения во всех отмеченных стро­

ках -  И, то делаем вывод, что логическое следование правильное;^
б) если хотя бы в одной из отмеченных строк значение истинности за­

ключения -Л , то делаем вывод, что логическое следование неправильное.
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4. Операции над числовыми множествами
П рим ер 4.1. Даны числовые множества В, С :
А = {х/х е  R ,-3  < х < 4 } , 5 =  {х!х е  1}, С =  {х!х е  Z ,- l  <х<2} .
а) Найти множества: А г ^ В и С  и А \ (В и  С).
б) Построить декартово произведение^ х 5  на координатной плоскости. 
Решение, а) Отметим каждое из множеств А, В, С на числовой пря­

мой (можно на одной прямой все множества или каждое множество -  
яа отдельной прямой):

С —в- 
-1

Теперь найдем множества А г\  В \J С к А \ { В  и  С).

А г л В

A ( - \ B kjC-

О 1

-1 О 1

5 и С
-1 О 1

I (S U С)-
-3 - 1  о 1
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А п  в  = {х!х е 7?, 1 ^  < 4} или /1 п  /i = [ 1, 4);
А п  В yj С = { - 1 , 0 } и  [1,4).
Л и С  = { - 1, 0} U [ 1,+  00);
А\ { В  u Q .  = [ - 3 - l ) u  ] - l , 0 ) u ] 0 ,  1).
б) Построим прямоугольную систему координат. Отметим на оси 

ОХ элементы множества^, на оси 0 Y -  элементы множества 5.

Декартово произведение А х В -  заштрихованная часть плоскости.

5. Разбиение множества на классы. 
Отношения между множествами

Пример 5.1. При опросе 70 человек оказалось; английский язык 
знают 36 человек, немецкий -  28, французский -  20; 10 человек владе­
ют английским и французским языками, 12 -  немецким и французским, 
14 -  английским и немецким; 17 человек не знают ни одного из назван­
ных иностранных языков.

Пусть: / -  множество опрошенных людей;
А  -  множество людей, владеющих английским языком;
5 -  множество людей, владеющих немецким языком;
С -  множество людей, знающих французский язык.

а) Отметить штриховкой на диаграмме Эйлера-Венна множества

Х = ( А и В ) п С  и ¥ = ( А \ В ) и С  
и сформулировать характеристическое свойство элементов этих мно­
жеств.

б) В каком отношении находятся множества и 7 ?
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в) Сколько элементов содержат множестваX и Г?
Сколько человек знают только один иностранный язык?
Решение, а) Построим диаграммы Венна для множеств I, А, В, С и  

отметим штриховкой множества Х и У :

Х = ( А  и В ) п С ¥ = { А \ В ) и С

Сформулируем свойства элементов множеств Х к У:
X  -  множество студентов, знающих французский язык, кроме тех, 

кто знает только н ^ ецкий и английский языки;
Y -  множество студентов, знающих французский язык или только 

английский.
б) Между двумя множествами могут быть следующие отношения: 

пересечение, включение, равенство, непересечение. Из диаграмм вид­
но, что множество X  является частью множества Y, т.е. множество X  
включается во множество Y: X  с: V.

в) С помощью трех свойств (А, В, С) множество I  разбивается на 8 
классов (рис. 1).

Отметим на диаграмме числа, заданные условием задачи (рис. 2):
«/(7) = 70; /и(^) = 36; /и(5) = 28; т (С ) = 20;
т{А п 5 ) = 14(I + II); т { В п С ) =  12(I + III); /и(^ п Q  = 10(I + IV),

.1-70

Рис.3

Требуется определить количество элементов в каждом из восьми 
классов в отдельности.

В классе VIII -  17 элементов (по условию).
9
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Тогда 70 -  17 = 53 -  количество элементов во множестве A kjB u C. 
Из теории известно равенство:
т (Ayj В и  С) -  т (А) + т (В) + т (С) -  т{А г л В ) -  т {В гл С) — 
- т { А г \ С )  + т{Лг \  В п  С).
Подставим в это равенство известные числа и выполним вычисления; 
53 = 36 + 28 + 2 0 -  1 4 -  1 2 -  10+ т ( А п  В п С ) ;
53 = 4S + т { А п  В п  Q .
т(А п  Б п С )  = 5 3 -4 8  = 5 -  количество элементов в классе I (рис. 2). 
Дальше последовательно будем вычислять количество элементов в 

остальных классах и отмечать это на диаграмме (рис. 3):
1 4 -5  = 9(11); 28 -  (9 + 7 + 5) = 7(VI);
1 2 - 5  = 7(111); 2 0 - ( 7  + 5 + 5) = 3 (VII);
1 0 - 5  = 5 (IV); 3 6 - ( 9  + 5 + 5 )=  17(V).

Пользуясь полученной диаграммой (рис. 3), можно ответить на воп­
росы задачи:

m ( X ) = 5 ' + f + 3 =  15 (I + II1 + VB); 
m(Y) = 3 + 5 + 7 + 5 + 17 = 37 (I + III + VI + IV +VII).
г) Количество студентов, которые знают только один иностранный 

язык, равно: 17 + 7 + 3 = 27 (V + VI + VII).

6. Соответствие между множествами.
Виды соответствий

П ример 6.1. Пусть Х =  {2, 4, 6, 8}, 7 =  {3, 5, 7}.
Между элементами множеств Х и  V задано соответствие /?: 
“числах я у  при делении на 3 дают одинаковый остаток”.
а) Задать соответствие R  графом, множеством пар, графиком;
б) Указать вид соответствия.

Решение.
а) Зададим соответствие R  графом, множеством пар, графиком:

Граф уа
7--
5
3

О

о График

1----- г -Г

Множество пар: R  =

2 4 6 8

{(2,5),(4,7),(6,3),(8,5)}.
10
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б) Для определения вида соответствия R  используем схему:

соответствие

1) функция

4) инъекция неинъекция инъекция
(биекция)

1) соответствие R  является функцией, т.к. каждому элементу из мно­
жества X  соответствует не более 1 элемента из множества 7;

2) соответствие R  является отображением, т.к. каждый элемент из 
множества X  имеет образ во множестве Y;

3) соответствие R  — сюръекция, т.к. каждый элемент из множества Y  
является образом хотя бы одного элемента из множества X;

4) соответствие R  не является инъекцией, так как число 5 из 
множества Y  соответствует двум разным элементам из множества 
Х ( 2 и 8).

Вывод: соответствие R -  сюръективное отображение -  инъекция.

7. Бинарное отношение на множестве. 
Свойства отношений

П рим ер 7.1, На множестве А = {2, 3, 8, 12, 13} задано бинарное 
отношение R  “иметь одинаковый остаток при делении на 5”.

а) Задать отношение графом, множеством пар, графиком.
б) Определить свойства отношения.
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Решение, а) Граф, график, множество пар.

Граф
13-
12-

3--
г
о

График

2 3
_1----

8 12 13

Множество пар: R  = {(2,2), (2,12), (12,2), (12,12), (3, 3), (3, 8), (8,3), 
(8, 8), (3, 13), (13, 3), (13, 13), (8, 13), (13, 8)}.

б) Требуется определить, обладает ли отношение Л следующими 
свойствами: рефлексивность, симметричность, транзитивность, анти­
рефлексивность, антисимметричность.

Отношение R рефлексивно (каждое число из множества^ при делении 
на 5 имеет одинаковый остаток с самим собой), сгшметртно (если число а 
при делении на 5 имеет такой же остаток, что и число то и число Ъ имеет 
такой же остаток, что и число а) и транзитивно (если число а  при делении 
на 5 имеет такой же остаток, как число Ь, а число Ь -  такой же остаток, как 
число с, то число а  имеет такой же остаток при делении на 5, как число с).

Вывод: R -  отношение эквивалентности. Оно разбивает множество А 
на два класса эквивалентности: {2, 12} и {3, 8, 13}.

8. Теоретико-множественный смысл 
арифметических операций

Пример 8.1. Исходя из теоретико-множественного подхода к опре­
делению операций над числами, объяснить смысл равенства 1 4 :2  = 7.

Решение. Выражение 1 4 : 2 -  это частное чисел 14 и 2.
Операция деления чисел связана с операцией разбиения множества 

на классы.
Запишем сначала определение частного двух чисел.
1. Пусть множество .4, где а = т (А), разбивается на Ь равномощных 

подмножеств. Тогда частным чисел а и Ь называется мощность (коли­
чество элементов) каждого из подмножеств.
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Возьмем множество А такое, что те (̂ 4) = 14, и разобьем его на два 
непересекающихся равномощных подмножества

о о  е  о

Пересчет элементов в каждом из полученных подмножеств показы­
вает, что т (Aj) = т (А^) = 7. Значит, 1 4 :2  = 7.

2. Пусть множество А,  где а = т (А), разбивается на подмножества, 
мощность каждого из которых равна Ь. Тогда частным чисел а и Ь  назы­
вается количество получившихся подмножеств.

Разобьем множество А,  где т (А) = 14, на непересекаемые равно­
мощные подмножества, в каждом из которых по два элемента.

d D  (Ц ) ( Э  (2 ) О  ( Э  О

Пересчитываем количество получившихся подмножеств. Их 7.
Значит, 1 4 :2  = 7.
Аналогичным способом объясняются все остальные равенства. При 

этом используются следующие определения.
Суммой целых неотрицательных чисел а и Ь  называется мощность 

объединения непересекающихся множеств А и В,  таких, что а = т (А), 
Ь ^ т  {В):

а + b = m{Ay j  B),rjxe,Ar\B = <Zi.
Разностью  целых неотрицательных чисел а и Ь  назьшается мощ­

ность разности множеств А и В, таких, что а = т (А), Ь = т (В), множе­
ство В -  подмножество множества А:

а  -  Ь = т ( А \ В ) ,  где В с  А.
Произведением целых неотрицапгельных чисел а и Ь называется мощ­

ность декартова произведения множеств А и В, таких, что а=т (А), Ь=т{В):
а ■ Ь -  т (А X В).
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Произведением целых неотрицательных чисел а w Ъ называется 
целое неотрицательное число, удовлетворяющее следующим условиям:

1 )а  • Ь=  а  + а  + а +  . . . + а ,  если й > 1;

Ь раз
2) а ■ Ь= а ,  если Ь= \-,
3) а ■ Ь = О, если Ь - 0 .

9. Теоретико-множественное 
обоснование правил, связанных 

с операциями сложения и вычитания
Пример 9.1. Дать теоретико-множественное обоснование равенства: 

Ь - ( а  + с) = (Ъ -  а) -  с.
Решение. Требуется доказать равенство чисел Ь - ( а  + с) и ( Ь - а ) - с .
Каждое число, с точки зрения теоретико-множественного подхода, 

это мощность некоторого множества. Определим, мощность каких мно­
жеств выражают записанные числа. Используем для этого теоретико­
множественное определение суммы и разности чисел.

Пусть а = т (А), Ь = т (В), с = т (С). Тогда
а + с = т ( А и  С), если А п  С = 0 ;
Ь - ( а  + с) = т {В \ {А С)), если ^  и  С с  В;
Ь - а  = т { В \ А ) ,  если А с  В;
(Ь -  а) -  с. = т {{В \ А ) \ С ) ,  если С ( ^ В \ А .
Равенство Ь -  (а + с) = (Ъ -  а) -  с будет истинным, если истинно 

равенство т (В \ (А kj С)) = т {{В \ А ) \ С ) ,  а это будет следовать из 
равенства множеств: В \ ( А и  С) = (В \ А)  \ С.

Равенство множеств установим с помощью диаграмм Венна.
Сначала изобразим на диаграмме множества А, В, С, для которых 

одновременно выполняются выделенные выше условия:
А п С  = 0 ;  А и С с В ;  А с В ;  С с В \ А .
Этим условиям удовлетворяет диаграмма:

В
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Теперь отметим штриховкой на диаграммах множества Б \ (А и  С) 
и ( В \ А ) \ С .

В

B \ { A y j C )  ( В \ А ) \ С .
Видим, что заштрихованные области совпадают. Значит:
B \ ( A u Q  =  ( В \ А ) \ С ;
т { В \ ( А и С ) )  = т ( ( В \ А ) \  С);
т{ В)  - m  { A \ j C )  = т { В \ А ) -  т{С)
т (В) -  {т {А) + т{С)) =  {т {В) -  т(А)) -  m (Q ;
Ь - ( а  + с) - ( Ь - а )  -  с.
Это равенство задает правило: Чтобы из числа Ь вычесть сумму 

чисел а и с, достаточно из числа Ь вычесть число а, затем число с.
Это правило удобно использовать при вычислениях, например, в 

таких случаях: 423 -(1 2 3  + 216) = (423 - 1 2 3 ) - 2 1 6  = 3 0 0 -2 1 6  = 84.

10. Свойства арифметических операций
Пример 10.1. Исходя из определений и свойств арифметических 

операций над числами, доказать равенство Ь -  (а + с) -  (Ъ -  а) -  с.
Решение. Для доказательства равенства будем использовать свой­

ства операции сложения (коммутативность и ассоциативность), а так­
же связь операций сложения и вычитания;

l ) a  + b = b + a; 2) (а + Ь) + с = а + (Ь + с);
3) если а + Ь = с, то а = с - Ь  и Ь = с - а ;
4) если а -  Ь = с,то а = с + Ь\
5 ) ( а - Ь )  + Ь = а ;  6 ) ( а  + Ь ) - Ь  = а.
Доказать равенство Ь -  (а + с) = (Ъ -  а) -  с можно двумя способами.
Первый способ. В левой части равенства записано выражение, пред­

ставляющее собой разность чисел Ьм (а + с), т.е.

уменьшаемое вычитаемое

( Ь - а ) - с

разность
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Будем выполнять равнозначные преобразования, опираясь на запи­
санные выше свойства:

4 1 2

Ь = {{Ъ -  а ) - с )  + {а + с) = {{Ь - а ) - с )  + {с + а) =
5 5

= {{{Ь -  а) -  с) + с)+ а = { Ь - а )  + а -  Ь\ Ь = Ь. Равенство доказано.

Второй способ. Выпишем условие, при котором исходное равен­
ство имеет смысл на множестве целых неотрицательных чисел; чтобы 
можно было выполнить все указанные действия, должно быть Ь > а + с.

Раскроем смысл этого неравенства, исходя из определения отноше­
ния если Ь > а  + с, то: j

7) Ь= (а + с) + /с (где к  g N y, 8) b -  (а + с) = А:.
Далее преобразования будем выполнять, подставив в исходное ра­

венство (левую и правую часть) полученные выражения.
8

Левая часть: Ь -  {а + с) = к. Правая часть:

( Ь - а ) - с  -  (((а + с) + к) -а)  - с  -  (((с + к) + а ) - а ) - с  =
1 6

= {с + к ) - с  ~{к+ с ) - с )  = t ,  к = к. Равенство доказано.

Пример 10.2. Доказать равенство сЬ : а -  (с : а)Ъ.
Решение. Для доказательства равенства будем использовать свойства:
\ )аЬ = Ъа-, 2)(аЬ)с = а(Ьс);
3) если аЬ = с,тоа = с :Ь  и Ь = с:а;  4) если а:  Ь = с, то а = сЬ;
5){а:Ь)Ь = а ;  6 )  (аЬ) : Ь = а.
Докажем равенство сЬ : а = (с : а)Ь двумя способами.
Первый способ. В левой части равенства записано выражение, пред- 

ставляюш,ее собой частное чисел сЬ и а:
сЬ : а = ( с : а)Ъ

делимое дел1ггель частное

4 1 5

Тогда: сЪ = ((с : а)Ь)а -  ((с : а)а)Ь = сЬ\ сЪ -  сЬ. Равенство доказано.

Второй способ. Данное равенство имеет смысл на множестве целых 
неотрицательных чисел, если число с кратно числу а. Если с кратно а, то:
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7) с = а к  (где к е  N), S) с : а = к
Выполняем преобразования. Например, так:

7 2 6  8

сЬ : а = {(ак)Ь) : а = {{кЬ)а) : а = кЬ = (с : а)Ь. Равенство доказано.

11. Связь между компонентами 
арифметических операций

Пример 11,1. Решить уравнение на основании зависимости между 
компонентами и результатами арифметических действий:

1 00 -(555  + л :):4 0  = 75.
Решение. 1) В левой части равенства записана разность. Неизвест­

но вычитаемое. Чтобы его найти, надо от уменьшаемого (100) отнять 
разность (75):

(555 + х ) :4 0  = 1 0 0 -7 5 , (5 5 5 + х ) :4 0  = 25.
2) В левой части равенства записано частное. Неизвестно делимое. 

Чтобы его найти, надо частное (25) умножить на делитель (40):
555 + х  = 25 -40, 555 + л = 1000.

3) В левой части равенства -  сумма. Неизвестно второе слагаемое. 
Чтобы его найти, надо из суммы (1000) вычесть первое слагаемое (555):

х =  1000-555 , х = 445.
Проверка. 100 -  (555 + 445) : 40 = 75.

12. Аксиоматический смысл 
арифметических операций

П ример 12.1. Вычислить произведение 9 • 4, исходя из аксиомати­
ческого подхода к построению множества целых неотрицательных чи­
сел. Записать аксиомы, определения, свойства, которые при этом ис­
пользовались.

1 4  1 , 4  1
9 . 4 =_9 . 3/ = 9 . 3 + 9 -  9 • 2' + 9^ = (9 -2 + 9) + 9 =

"1 4
= (9 ■ Г + 9 )+  9 -  ((9-1 + 9) + 9) + 9 = ((9 • O' + 9) + 9) + 9 -

3
= (((9 0 + 9) + 9) + 9) + 9 = (((0 + 9) + 9) + 9) + 9 =36; 9 -4 = 36.
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При вычислениях использованы:
1) запись целых неотрицательных чисел: О' = 1 , 1' = 2 , U = 3 ,...;
2) аксиомы умножения:
А^\ Vx (д: ■ О = 0); V x , y  (х ■ У  = х ■ у  + х);
3) свойства сложения.
Вычисление суммы проводится аналогично. При этом использу­

ются:
1) запись целых неотрицательных чисел: О' = 1, V - 2 ,  2' = 3 ,...;
2) аксиомы сложения:
Ау Vx  (х + 0=х) ;  А^: х , у  ( х +■ у' (х + у)').

13. Метод математической индукции
Пример 13.1. Доказать методом математической индукции равен­

ство х' + у = {х + уУ (по переменной >■).
Решение. Обозначим данное равенство через Р{у).
1. Проверим истинность равенства для = 0:

Р(0): У + О = (х + 0 ) '

ь А^ I Ы з
У = х ' .

Значит, Р(0) = И.
2. Предположим, что равенство истинно при у  = к, т.е. Р{к) = И.

Р{к): х' + к = { х  + к)>.
3. Докажем, что равенство истинно и для у  = k f , т.е. P(k)  -  И.

P(k): ^  + k ! = ( x  + k y .
Доказательство.

x' + k  l \ y  + yty + i \ x  + k ) ' .

4. Вывод. С помощью проверки мы убедились, что Р(0) = И (п. 1); 
предположив, что Р{к) = И (п. 2), доказали, что и Р { к ) = И (п. 3).

На основании аксиомы индукции делаем вывод: равенство истинно 
для любого натурального числа>■: \ / y e N ^  Р(у) = И .

Учитывая, что рассуждения проводились для произвольного це­
лого неотрицательного числа х, получаем:

Ух е М^ ,  \ / y e N ^  Р{х , у )  = И.
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14. Системы счисления

П ример 14.1. Вычислить значение выражения в указанной системе 
счисления. Сделать проверку, выполнив вычисления в десятичной сис­
теме счисления.

(2145, -  1 2 5 5 1 3 ,
Решение. 1. Выполним действия в 6-ой системе счисления:
1) 2145,

1255,
450.

2) 450, ̂ X ®
13.

223+
45

11130.

2. Перейдем к записи чисел 2145,, 1255,, 13, в десятичной системе 
счисления и выполним действия:

2145, =2-63 + 1-6^ + 4 • 6 + 5 = 432 + 36 + 29 = 497;
1255, = 1- 6'  + 2 ■ 6'  + 5 • 6 + 5 = 216 + 72 + 35 = 323;
13, = 1 - 6  + 3  = 9.
Получаем выражение: (497 -3 2 3 )  • 9 = 174 • 9 = 1566.
3. Сравним полученные результаты 11130, и 1566. Для этого можно 

число 11130, перевести в десятичную систему счисления или число 
1566 -  в шестиричную систему счисления. Сделаем второе: будем вы­
полнять последовательное деление на 6 и выделять остатки:

1566 6
12 261 6
36 24 43 6
36 21 42 7 6

6 18 1 6 1 6
6 3 1 0 0
0 1

Записываем остатки в обратном порядке и получаем: 1566 = 11130,. 
Таким образом, (2145, -  1255,) • 13, = 11130,.
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15. НОД и НОК чисел
Пример 15.1. Найти НОД и НОК чисел 1995 и 342 двумя способами;
а) по каноническому разложению чисел;
б) с помощью алгоритма Евклида.

1995 3 342 2
665 5 171 3
133 7 57 3

19 19 19 19
1 1

1995 = 3 • 5 ■ 7 - 19; 342 = 2 ■ 3 ■ 3 • 19 = 2 ■ З"- 19.
НОД(1995;342) = 3 ■ 19 = 57;
НОК (1995; 342) = 2 ■ 3" • 5 ■ 7 ■ 19 = 11970.
б) Будем выполнять последовательно деление с остатком:

1995 342
1710 5

285
285

342 285
285 I

57
5

О
Последний остаток, не равный нулю, -  57. Значит,
НОД (1995; 342) = 57.
Для нахождения НОК (1995; 342) используем формулу:

1995-342 1995-342
Тогда НОК (1995; 342)=  н о д о Щ ^ = =11970.

16. Делимость целых неотрицательных чисел
Пример 16.1. Доказать, что при любом натуральном п произведе­

ние трех последовательных натуральных чисел делится на 3.
Решение. Произведение трех последовательных натуральных чи­

сел в математическом виде выглядит так: п { п +  1) (?? + 2).
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Это произведение делится на 3, если хотя бы один из множителей де­
лится на 3 (по правилу делимости произведения). Убедимся, что, действи­
тельно, при любом значении п один из трех множителей обязательно де­
лится на 3. Сделаем это с помощью метода полной индукции (перебора).

Любое натуральное число или делится на 3 (при делении на 3 полу­
чается остаток 0), или не делится на 3 (при делении на 3 получается 
остаток 1 или 2). Значит, множество натуральных чисел свойством “де­
литься на 3” разбивается на три класса:

\ ) п  = Ък -  числа, кратные числу 3;
2) и = 3?с + 1 -  числа, которые при делении на 3 дают остаток 1;
3 )«  = Зк + 2 -  числа, которые при делении на 3 дают остаток 2. 
Какому бы из этих классов ни принадлежало число п, выражение

и (я + 1) (« + 2) делится на 3. Убедимся в этом.
1) Если п = Зк, то первый множитель в этом выражении делится на 3, 

а значит, и все произведение делится на 3.
2) Если /7 = Зк + 1, то второй множитель делится на 3:
и + 2 =  (Зк-1-1) + 2 = Зк + 3 -  делится на 3 по свойству делимости 

суммы.
3) Если п = Зк + 2, то третий множитель делится на 3: 
п + \ =  (Зл: + 2) + 1 = За: + 3 -  делится н а 3.
Вывод: при любом п один из множителей делится на 3. Значит, при 

любом п произведение и (т? + 1) (и + 2) делится на 3.
П р и м е ч а н и е .  В дальнейшем при необходимости можно исполь­

зовать (без доказательства) такие утверждения:
одно из двух последовательных чисел делится на 2 ; 
одно из трех последовательных чисел делится на 3; 
одно из четырех последовательных чисел делится на 4 и т.д.

Пример 16.2. Доказать, что при любом натуральном п число
-  Ъп  ̂ + 4« делится на 120.

Решение. По признаку делимости на составное число имеем: чис- 
JЮ делится на 120, если и только если оно делится на 3,5 и8(120 = 3 • 5 • 8, 
числа 3 , 5 , 8 -  попарно взаимно простые).

Разложим данный многочлен на множители:
п^ - 5п^  + Ап -  п (п* -  5«^ + 4) = п («“ - п ^  -  4п^ + 4) =

= п({п^ -  п^) -  (4п^ -  4)) = п(п^ («2 -  1) -  4 («2 _  1) =
= п(п^ -  1)(и2 -  4) = п(п -  1)(и + 1)(п -  2){п + 2) =

= { п - 2 ) { п -  1 ) п ( п +  ])(п + 2).
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Получили произведение пяти последовательных чисел. В этом ряду 
одно из чисел делится на 2, одно -  на 3, одно -  на 4, одно -  на 5 (см. 
примечание предыдущего примера).

По свойству делимости произведения заключаем, что произведение 
(« -  2){п -  1 ) « (и + 1 )(и + 2), а значит, и данный многочлен n^-Sn^  + 4« 
делится на 8, 3 и 5, т.е. делится на 120.

Вывод: число rv’ -  5п^ + 4« делится на 120 при любом п.

Пример 16.3. Доказать, что сумма двух последовательных степе­
ней числа 5 делится на 15.

Решение. Запишем в виде математического выражения сумму двух 
последовательных степеней числа 5 и сделаем алгебраические преоб­
разования этого выражения:

5« + 5«+1 = 5«+ 5-..51 = 5"(1 + 5) = 5" . 6 .
В результате получено произведение, первый множитель которого 

делится на 5, а второй -  на 3. Значит, произведение делится на 15.

Пример 16.4. Доказать, что при любом натуральном п число Т  -  1 
делится на 6.

Решение. Никакие алгебраические преобразования не приводят к 
решению задачи. Проведем доказательство методом математической 
индукции по известной схеме.

1. Проверим, делится ли число 7" -  1 на 6 при и = 1:
7‘ - 1 = 7 - 1 = 6  -делится н а 6.

2 . Предположим, что число 7" -  1 делится на 6 при п = к, т.е. 1'  ̂-  1 
делится на 6.

3. Докажем, что при этом предположении число 7" -  1 делится на 6 
и при п = к + \ ,  т.е. докажем, что число 7*̂ ' -  1 делится на 6 . Для этого 
выполним преобразования:

7*̂ 1 _  1 = 7 .̂ 71 _  1 = (7  ̂ _  1 + 1). 7 _  1 = ((7* _ 1) + 1). 7 _  1 =
= ( 7 * - 1 ) - 7 + 1 - 7 - 1 = ( 7 * - 1 ) - 7  + 6 .

Получившееся конечное выражение -  сумма. Первое слагаемое в 
ней -  произведение (7* -  1) • 7. Оно делится на 6, т.к. по предположе­
нию (7* -  1) делится на 6. Другое слагаемое (число 6) также делится на 
6. Значит, и сумма делится на 6 (правило делимости суммы).

4. По аксиоме индукции делаем вывод, что число 7" -  1 делится на 
6 при любом натуральном п.

П р и м е ч а н и е .  Пункты 2 и 3 можно выполнить по-другому.
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2. Предположим, что число 7" -  1 делится на 6 при п = к, т.е. 7* -  1 
делится на 6 . Это означает, что выражение 7* -  1 кратно 6 и его можно 
представить так: 7* -  1 = 6р. Откуда 7* = 6/? + 1.

3. Докажем, что в этом случае число 7" -  1 делится на 6 и при п = к + \ ,  
т.е. докажем, что число 7*"̂ ' -  1 делится на 6 . Для этого сделаем подста­
новку (из п. 2) и выполним преобразования;

7^1 _  1 = 7*. 71 _  1 = (6р +  1) • 7 -  1 =42р + 7 -  1 = 42р + 6 -  эта сумма 
делится на 6, т.к. каждое слагаемое делится на 6 .

17. Арифметические действия 
над действительными числами

П рим ер 17.1. Вычислить:
1,(03)-0,2(5)

Решение. Сначала надо преобразовать десятичные периодические 
дроби в обыкновенные. Для этого используем правила:

1. Чтобы преобразовать чистую периодическую дробь в обыкновен­
ную, надо в числителе записать число, образованное цифрами периода, 
а в знаменателе записать А: девяток { к -  длина периода).

2. Чтобы преобразовать смешанную периодическую дробь в обыкно­
венную, надо в числителе записать разность между числом, стоящим до 
второго периода, и числом, образованным предпериодом, а в знамена­
теле -  к  девяток и п нулей {к -  длина периода, п -  длина предпериода).

Число 1,(03) -  чистая периодическая десятичная дробь.

03 3 1
По правилу 1 получаем; 1, (03) =  ̂ ^   ̂^  ~  ̂^  •

Число 0,2(5) -  смешанная периодическая десятичная дробь.

2 5 - 2  23
По правилу 2 получаем; 0,2(5) = = — .

Дальше будем выполнять действия над обыкновенными дробями;

 ̂ 1 ^  23 _   ̂ 30 + 253 _   ̂ 283 1273

2) 1

33 90 990 990 990

1 23 34 23 1020-253  767
33 90 33 90 990 990
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\ 1 ^  161_ ^  1273 -990 ^  ^  J ^
990 ‘ 990 990-767 767 767 '

Ответ: = 1 ^ .
1 ,(03)-0 ,2(5) 767

18. Системы и совокупности неравенств 
с одной переменной

Пример 18.1. Решить систему и совокупность двух неравенств с од­
ной переменной: 4(3,2-4,4д:) < 3(4,6л:-3) + 2 и 4,2(1 + 2,5л:) < 3 ,2 х - 5. 

Решение. Система неравенств -  это конъюнкция неравенств;

'4(3,2 -  А,Ах) <3(4,6х -  3) + 2 
' 4,2(l + 2,5jc)<3,2^:-5

Совокупность неравенств -  это дизъюнкция неравенств:

'4 (3 ,2 -4 ,4 x )< 3 (4 ,6 x -3 )  + 2 
_4 ,2 (l-f2 ,5x )< 3 ,2x-5

Чтобы решить систему (совокупность) неравенств с одной перемен­
ной, необходимо сначала упростить исходные неравенства, заменив их 
равносильными вида х  < а {х> а). Для этого нужно выполнить преоб­
разования.

4(3,2 -  4,4л:) < 3 (4 ,6 х -3 )  + 2 4,2(1 + 2,5х) < 3,2х -  5.
1 2 ,8 -1 7 ,6 jc < 1 3 ,8 x -9  + 2 4,2 + 10,5х < 3 ,2 х - 5
-  17 ,6 х -1 3 ,8 х < -1 2 ,8  - 7  10,5jc - 3 , 2 х < - 5 - 4 , 2
-3 1 ,4 х < -1 9 ,8  7,3х < - 9 ,2
31,4х>19,8 JC < - 9 , 2  : 7,3 « -1 ,3
х >  19,8 : 31,4 0,6 X < -1 ,3
х > 0,6

венств:
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Чтобы найти их решения, используем числовую прямую;

\ \ \ \ \ \  , 9  / / / / / / / / / /  ^
-1,3 -1 0,6

Множество решений системы неравенств -  пересечение множеств 
решений каждого из неравенств. Для данных неравенств -  это пустое 
множество.

Множество решений совокупности неравенств -  объединение мно­
жеств решений каждого из неравенств

Ответ: Решение системы неравенств; 0 .
Решение совокупности неравенств; -1,3] и  (0,6; +оо).

19. Системы уравнений 
с двумя переменными

П рим ер 19.1. Решить систему;
х  + у  = 1 
х - у - 0

Реш ение. Решить систему двух уравнений с двумя переменными 
значит найти множество пар значений переменных, при подстановке 
которых каждое уравнение системы превращается в истинное равен­
ство, т.е. найти пересечение множеств решений уравнений, входящих в 
данную систему.

Систему двух уравнений с двумя переменными можно решить раз­
ными способами.

1. Способ алгебраического сложения. В результате почленного сло­
жения уравнений системы (при необходимости уравнения домножают- 
ся на соответствующие коэффициенты) образуется новое уравнение -  с 
одной переменной. Это уравнение решаем. Полученное значение пере­
менной подставляем в любое из исходных уравнений и вычисляем зна­
чение другой переменной.

Выполним почленное сложение уравнений данной системы;

х - у  = 0
I x  ^
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в  результате получили уравнение с одной переменной; 2х= 1,х= ^

Из второго уравнения следует, чтоу  = х, поэтому и у =  ^ .

Решением системы является пара чисел ( ^ ^

Запись решения системы можно оформить так;

2. Способ подстановки. Выразим одну из переменных через дру­
гую из любого уравнения системы. В данном случае удобнее выразить 
X через у  из второго уравнения системы и подставить в первое уравне­
ние. В результате получается уравнение с одной переменной. Запись 
можно оформить так:

\х  + у  = 1 ' 2х = \
=> < 2 => ■

х - у - 0 х - у  = 0 х  = у

^ х  + у  = \ 
х - у  = 0

х + у  = \ 
х ^ у

у  2 ^  •
Х--У х = у

Ъ. Графический способ. В одной системе координат строим графики 
уравнений системы и находим точку (точки) пересечения этих графи­
ков. Координаты этой точки (точек) и есть решение системы.

Запишем исходные уравнения в удобном виде; у = 1 - х н у = ^ х .

26

Эл
ек
тр
он
ны
й а
рх
ив

 би
бл
ио
те
ки

 М
ГУ

 им
ен
и А

.А
. К
ул
еш
ов
а



Графиками этих уравнений являются прямые, пересекающиеся в 

точке К, имеющей координаты ( 2  ^ решение исходной

системы.

Ответ:

20. Системы неравенств 
с двумя переменными

Пример 20.1. Решить графически систему неравенств;

<25
х + >’ + 1 < 0  ■

Решение. Чтобы графически решить систему неравенств с двумя 
переменными, надо:

1) в одной системе координат построить графики уравнений, соот­
ветствующих исходным неравенствам системы;

2) отметить штриховкой части плоскости, которые задаются исход­
ными неравенствами (решение каждого неравенства);

3) найти и выделить часть плоскости, которая является пересечени­
ем решений исходных неравенств. /

Первому неравенству нашей системы соответствует уравнение 
= 25, графиком которого является окружность с центром в начале 

координат и радиусом, равным 5. Нарисуем эту окружность. Решением 
неравенства У  < 25 будет часть плоскости внутри окружности вместе 
с точками самой окружности, т.е. круг. Отметим это штриховкой.

Другому неравенству соответствует уравнение х + у + 1 = 0. Преоб­
разуем его: у  = -  X -  1. Графиком этого уравнения является прямая 
линия. Нарисуем ее. Прямая разбивает плоскость на две части. Требу­
ется определить, какая из этих частей соответствует (является решени­
ем) неравенству х + у  + 1 < 0 . Это можно сделать так.

Возьмем любую точку (координаты которой удобны для вычисле­
ний), например, точку О (О, 0). Подставим координаты этой точки в нера- 
пепство: О + О + 1 < 0; или 1 < 0. Получили неверное утверждение. Значит, 
■ючка С)(0,0) не является решением неравенства. Тогда и вся часть плоскости,

27

Эл
ек
тр
он
ны
й а
рх
ив

 би
бл
ио
те
ки

 М
ГУ

 им
ен
и А

.А
. К
ул
еш
ов
а



где находится точка 0(0, 0), не является решением неравенства. Поэто­
му штриховкой отмечаем другую часть плоскости -  решение неравен­
ства. При этом саму прямую .рисуем пунктирной линией, т.к. в неравен­
стве стоит знак “<”, т.е. точки прямой не входят во множество решений 
неравенства.

В результате получаем окончательный рисунок;

Ответ: Решение системы -  часть плоскости, где пересекаются обе 
штриховки.

21. Свойства геометрических фигур 
(вычисления)

Пример 21.1. Длины сторон параллелограмма равны 10 см и 3 см. 
Биссектрисы двух углов, прилежащих к большей стороне, делят проти­
волежащую сторону на три отрезка. Найдите длины этих отрезков. 

Решение.
В JZ

Дано\ ABCD  -  параллелограмм;
BE -  биссектриса угла 5 ; CF -  биссектриса угла С; 
AD = BC=\OcM\  AB = CD = -icu.
Найти: AE,EF,FD.
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Решение. Из условия следует, что Z2 = Z3. Тогда Z1 = Z3 (как 
внутренние накрест лежащие при параллельных прямых AD, ВС и 
секущей BE).  Значит, Z 2 = Z1 и А ВАЕ -  равнобедренный. Поэтому 
АЕ = АВ  = 3 см.

Аналогично устанавливаем, что А FCD -  равнобедренный. Тогда 
FZ) = CZ) = 3 см и £ F =  10 -  (3 + 3) = 4 (см).

22. Свойства геометрических фигур 
(доказательства)

П рим ер 22.2. Докажите, что середины сторон четырехугольника 
являются вершинами параллелограмма

Решение.

Дано-. ABCD  -  четырехугольник;
М -  середина АВ, N -  середина ВС,
Р  -  середина DC, К  -  середина AD.
Доказать: M N PK -  параллелограмм.
Доказательство-. Т.к. по условию М ~  середина АВ, К  -  середина

,'!/),'Го М К -  средняя линия треугольника ЛБ£> и МК = -~BD,MK \ \BD. 

Аналогично устанавливаем, что 1SIP- средняя линия треугольникаD5C

и NV т \ NP 11 BD. Значит, М К = N P ,  М К \ \  NP.  Следовательно, 

К Л //V/’ 11!1|)аплсугограмм.
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23. Геометрические преобразования 
(осевая симметрия)

Пример 23.1. Заданы координаты вершин треугольника АВС\ 
^ ( - 2 ,3 ) ,S ( -5 ,5 ) ,С (-1 ,6 ). Построить о 5”̂ (ДЛ5С),если
/ - прямая J  -  1 прямая >> = X.

Записать координаты вершин треугольника А^В^С^.
Решение. Построим треугольник ЛВС по заданным координатам 

вершин (используем разлиновку тетради в клеточку).

Треугольник ^,-6 ,С, -  образ треугольника ABC, полученный в ре­
зультате выполнения композиции дв)^ осевых симметрий -  сначала от­
носительно прямой р, затем относительно прямой /.

Найдем образ треугольника ABC, который получится в результате 
осевой симметрии относительно прямой р. Это -  треугольник С';

A A 'B 'C  = S^ ( AABQ.
Построения выполняем так:
1) проводим прямую р: у  = х;
2) для точек В, С  строим симметричные точки А', В', С .
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По чертежу определяем координаты вершин треугольника Л'5 'С': 
А ' (3, -2) ,  В ' (5, -5) ,  С ' (6,-1).

Далее строим т р е у го л ь н и к ^ ,С , -  образ треугольникау4'5 'С ' при 
осевой симметрии относительно прямой /:

1) проводим прямую 1\ у  = -  X -  \ -,
2) для точек В', С  строим симметричные им точки Л, ,5 , ,С,. 
Определяем по чертежу координаты вершин треугольника

^ ,(1 ,-4 ), 5 , (4,-6), С, (О, 7).
Сравнивая соответствующие координаты вершин треугольников; 
^ABC■. А ( -2,3) ,  В  (-5, 5), С (-1,6).
ЛА'В'С' :  А ' (3, -2) ,  В ' (5, -5) ,  С ' (6,-1).
ЛА^В^С-  ^ ,(1 ,-4 ), 5 , (4,-6), С, (0,-7)

можно увидеть связ^ между ними, которая выражается с помош,ью 
формул.

Координаты тонере А, В, С и точек А', В', С  связаны равенствами

( х . = - у ' - \
,то ч ек ^ ',/5 '. С 'и  точек ^ , , 5 , ,  С ,-равенствами < , ;у  —X ' I + 1

( X . = — X  —  1
точек А, В, С и  точек 4̂, ,5 , ,  С, -  равенствами

X, =  -X  - 1

У1 -->’ ■̂1

24. Геометрические преобразования 
(параллельный перенос, центральная симметрия)

Пример 24.1. Заданы координаты вершин четырехугольника 
А (-3 , \), В ( -  4, 6), С (-2 , 5), D (2, 1). Построить четырехугольник

= Z ^ o  а (ABCD), если 5 = 2  ВС , Р  (7, 2).
Записать координаты вершин четырехугольника ̂ ,5 ,С,£>,. 
Решение. В данном задании требуется выполнить композицию пе- 

рсмощспий: сначала параллельный перенос, затем центральную сим- 
мпрпк).

( 'троим чс1’|>грсхугол1)Ник ABCD  по заданным координатам. Затем

m.mniiiDifM мереное ')Tdi'0 четырехугольника на вектор а  =  В С . Это 
МИ-МИ11'Jii'iiiiii. 1ЛК. lU'Kiop И( 'lIe|leмcп^aeттoчкyi?втoчкy С,т.е.на две
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единицы (клеточки) вправо и на одну единицу (клеточку) вниз. Тогда 
вектор а будет перемещать каждую точку плоскости на четыре едини­
цы вправо и на две единицы вниз. Точка О (О, 0) переместится с помо­
щью вектора а в точку с координатами (4, -2). Это перемещение в ко­
ординатной форме можно записать так:

х ' = X + 4 

'У = >'-2-
В результате параллельного переноса четырехугольника ABCD  на 

вектор а  получится че1ф1рехугольник^'5 'С '/) 'с  координатами вершин:
5 ' (О, 4), С '(2 ,3 ) ,  £ » '(6 ,-1 ) :

Теперь строим образ четырехугольника yi'5'C'Z)', который получит­
ся в результате центральной симметрии относительно центра симмет­
рии в точке Р. (Точки и А ', В , и В', С, и С', и D' находятся по
разные стороны, но на одинаковом расстоянии от точки F).

Определяем по чертежу координаты вершин четырехугольника 
^ ,г ,С Д :Л ,( 1 3 ,5 ) ,  (14 ,0), С, (12,1), В , (8, 5).

С целью самопроверки координаты вершин четырехугольника 
A^B^C^D^ можно вычислить и с помощью формул.

Из теории известно, что при центральной симметрии связь между 
координатами точек выражается формулами:
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х' = - х  + 2xq 

У  = - у  + 2уо’

где Хд, Уд -  координаты центра симметрии; 
х , у -  координаты точки-прообраза; 
х', у'  -  координаты точки-образа.
Для нашего случая имеем:

X; = -х ' + 2 -7
илил  - - У  + 2- 2

Тогда получаем:
^ '( 1 , - 1 )  ^  ^ , ( - 1  + 14 , 1+4) ,
В'(О, 4) Б, (О+ 1 4 ,-4 +  4),
С '(2 ,3 ) -> С, ( - 2 + 1 4 , - 3 +  4),
£ ) '(6 ,-1 )  ^  Z), ( - 6 + 1 4 ,  Н -4 ),

X, =-х*+14 

.3̂ 1 = - j '+ 4  •

J ,(1 3 ,  5),
B, (14, 0),
C, (12, 1),
D, (8, 5).

25. Геометрические преобразования 
(гомотетия, поворот)

Пример 25.1. Заданы координаты вершин треугольника А ( -  4,2), 

В (-5,3), С (-2 ,6). Построить АА^В^С, =  Rq^ о  Я*. (ААВС), если (7 (2,2), <9, 
(6, 4), к = -2 ,а  = + 90°. Записать координаты вершин т р е у г о л ь н и к а С , .

Решение. Надо выполнить композицию преобразований: сначала 
гомотетию, затем поворот.

1. Строим по координатам треугольник ЛВС.

2. Строим А А 'В 'С  = Н а  {ААВС).
Так как коэффициент гомотетии к = -2  (меньше нуля), то треуголь­

ники ЛВС и А 'В 'С  находятся по разные стороны от центра гомотетии (У. 
При 'Угом расстояние от каждой вершины т р е у г о л ь н и к а С '  до цент- 
рп гомоч с гии О' в 2 раза больше, чем расстояние от вершин треугольни­
ки АИ( 'д о  центра 10могстии СУ.

( )ii|>iVlo,iijicM по чертежу координаты вершин полученного треуголь- 
iiMMi./' /rC'; / / ' ( 1 1̂, 2 ), /?' (16,0),  б" ( 10, - 6).

1 Иыиониисм iioiiopoi гроугольпика ^'J5'C' на 90° против часовой

1 1 | и  i i i . i n t n n p N ' i  i i n i i p . i f ^ i  I I  и п п у м а с м  А А ^ В ^ ( \ =  R p ^ ( A A ' В ' С ) ,  а  =  + 9 0 ° .
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По чертежу определяем координаты вершин полученного треуголь­
ника: Л, (8, 12), 5 ,(1 0 ,1 4 ), С, (16, 8).
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