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В данной работе предлагается новый подход при изучении линейных стационарных 

систем на плоскости в курсе дифференциальных уравнений [1-3]. Методика основана на 

специальном представлении полиномиальных систем двух уравнений, полученном в [4].
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Основные вопросы, рассматриваемые при изучении линейной системы, это: 

1) приведение системы к каноническому виду; 2) построение общего решения;

3) качественное изучение системы (классификация состояний равновесия).

Рассмотрим перечисленные вопросы в указанной последовательности.

1. Приведение линейной системы к каноническому виду 

Рассмотрим линейную систему

х = а10х + ату, 

}  = blox + boly.

Положив cr00 = а10 + b0 i,juQQ = а10 — h01, представим систему в виде  (см. [4])

(1)

(2)

где

К х.у) =1(~ Ь10х2 +//00ху+ а01 у2 ) (3)

есть естественный гамильтониан для линейной системы (1). Введем следую­

щие обозначения

1 Марченко И.В., 2015 

1 Морозов Н.П., 2015
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&h= ~ - Иоо “  а0і Ь10, 5 = sign Ah .

Как показано в [4], вид системы (2) инвариантен относительно линейных 

невырожденных преобразований

х = аи +(lv, у = уи +Sv. (4)

А именно, после преобразования к новым переменным и, V полученная 

система имеет вид

dh <т00 
и = —  + — и,

dv- 2 « )
dh <r00

V = --Г-+ — V
ou 2 

системы (2) с гамильтонианом

h(u, v) = h(au +/3v,yu +5v), (6)

где Л — aS — fiy - определитель преобразования. Это свойство позволяет осу­

ществлять линейные преобразования системы (2) путем приведения гамильто­

ниана h к новым переменным по формуле (6) с последующей записью системы 

в виде (5).

Будем рассматривать три канонические формы гамильтониана h(u, v) пос­

ле преобразования

h(u, v) = ^ (и2 + sv2), где а Ф 0, s е {1; —1; 0}.

Пусть сначала ̂ Ф  0 (s = +1). Найдем линейные преобразования (4), при­

водящие гамильтониан к первому каноническому виду. Выразим коэффициен­

ты гамильтониана (6) через коэффициенты линейного преобразования и исход­

ного гамильтониана (3). Из равенства (6) после несложных преобразований на­
ходим

h(u, v)=2  (h(a, у)и2 + (fi ̂  (а, у) + 5 — ■ (a, y))uv  + h(fi, S)v2). (7)

Чтобы гамильтониан (7) принял вид канонической формы (s =  ±1), по­

требуем выполнения условий:

1) при Ah>  0 (s = 1) пусть

К а ,у )  =  h (f i,6 ),p  =  к ^ ( а , у ) ,  5 = - к ^ ( а , у ) ,  (8)

2) при Дл< 0 (s =  — 1) пусть 

h(a, у) = -h((3,6),1 

Здесь к пока произвольный параметр

Н а , у) = -h(fi, 6), /? = к ̂  (а, у), 5 =  -к  (а, у)- (9)
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Из последних двух равенств (8) (или (9)) имеем /? = к^-^-а 4- а 01 у),
ш

6 = к (b±oa ~ ~2 ~у)' ^ a^ eM коэффициент /г(/?, 8). Поскольку Р и 5 вы­

ражаются линейно через сс и У , воспользуемся для вычислений соотношением (7),

полагая в нем и =  a ,v  = у , а  = к —  , /3 =  к а01, у = kb10, S = -к —  - 
2 2

Будем иметь

h(fi, 5) =  k * (h  ( ^ ,  Ł10)  a 2 + ( а и  £  ( ? f . Ьа„) - , Ь10))ау  +

+ /і(ам , - ^ ) к 2).

После элементарных вычислений находим

и (Им. и ) —  л d h / f t оо \ /^оо d h  (Moo i \ _ ^ о о лh { 2 ,b10) -  2b10Ah,a01—  (— ,Ь10) й10) - — Д,,

h ( aoi * — ~jr) “  ~ aoi Окончательно имеем (У) =  k2Ahh(a, у ) .

1
При Д^> 0 и h(a, у) ^  0 из первого равенства (8) получим к2 =  — .

A/i

1
При Д^< 0 и /i(a, у) =£ 0 из первого равенства (9) получим к2 = --- . Та-

А/1

1
ким образом, условия (8), (9) выполнены при к =  + — . Искомое линей-

VMhl

ное преобразование имеет вид

x =  au  + f c ( ^ a +  а 01у )г ;,у  =  уи + k (b 10a - ^ y ^ j v , (10)

где определитель преобразования Л = —2kh(cc,y) отличен от нуля при лю­

бых сс и у таких, что h (a ,y ) Ф 0.

1
Рассмотрим теперь случай Дл= 0 или — Цдо + aoi^io — 0 • Для сокраще-

4

ния записей введем следующие обозначения.

_  Г sign Ьго, если Ь10 Ф 0 _  „  _

1 “  ( - 5 ф п  а01 если а 01 Ф 0 ,$2 ~ sl9n^ o  ~ Sl9n ( аю V ) .

Из условия Дл= 0 следует, что ^  = s2yJ\b10 а011, | а011 + |Ь10| *  0, 

или a0i =  b10 = f i Q0 =  0.
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Пусть сначала Ъго а 01 < 0, | а 011 + |Ь10| Ф 0 и =  s2J]b1Q а 011.

Тогда система (2) при этих обозначениях принимает вид

или

{
*  =  V l а 011 р (х ,у )  + ^J-X ,

У =  S iW l6iol Р(х,У ) + Щ-У,
(П)

где р(х, у) =  s2sj\b10\x — s1N/l а01 \у, a гамильтониан

h(x,y) =  - у р 2(х ,у ). (12)
Найдем линейные преобразования (4), приводящие гамильтониан к третьей 

канонической форме (s =  0). Из условий

получаем /? = ар(а ,у )71  а 011, 5 = as2S ip (a ,y )V lM ? &(/?,$) =  0 при

любых а ф 0.

Искомое преобразование имеет вид

х = an  + ap (a ,y )V | a01 |v,y =  yu +a52s1p (a ,y )A/ib ^ Jv . (13) 

Определитель преобразования 

Д= as2s1p(a ,y )7|b10!a -  ap(a,y)71 a01 |y =  ^ a p 2 =  -  2ah(a ,y ) Ф 0

при любых а, у, таких, что h{a, у) Ф 0 и а ф 0.

Таким образом, с помощью двухпараметрического семейства невырожденных 

при h(a ,y ) Ф 0 и АпФ 0 линейных преобразований (10) или преобразований (13) 

при h(a, у) =£ 0 и Aft— 0 гамильтониан (3) приводится к канонической форме 

1
h(u, и) =  — —— (u2 + sv2), а система (2) (в соответствии с системой (5)) к виду 

АК

Р = a^(a,y),S = —a^(a,y), h(f3,S) = 0
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где к =  — to =  л/Й/J , если s = ±1, и к = —а, если 5 =  0, при этом а 

может быть любым отличным от нуля числом (s =sign Ah).

Если а01 =  0, /uQ0 =  0, Ь10 =  0, то система (2) принимает вид

000

^00 
У =  —  У.

Для завершения исследования осталось рассмотреть случай равенства нулю

определителя Д= а 10 Ь01 — Ь10 а 01 системы (1). Это означает, что

2 _
4̂)0 4̂)0

Д= —  + ДЛ= 0 или —  = s3co, где s3 =  sign а00 = sign{ а10 + Ь0і) . 
4 Ł

Так как h h<  0 , то линейным преобразованием (10) система (2) приводится к

1
виду (14). Полагая —  = s3co и к = -- в(14), получим

2 СО

(й = s3o)(u — s3v),

I  v = — о)(и — s3v).

2. Общее решение линейной системы.

Положив

(15)

00И:
запишем систему (2) в векторном виде

А о  - j r

х  = Н х  + ^ х .  (16)

Пусть Ah =  detH  =  -  ̂ 0 - a01bw Ф 0, ш =  J\Ah|, к =  Из пре­

дыдущего пункта следует, что линейным преобразованием (10) х  = В (а, у)и, 

где U =  Q ) ,  с матрицей

( а  а 0іу)\
B { a ,y ) Ą  “Д 2 Л  (17)

система (16) приводится к виду (14). Аналогично при Ah =  0 преобразовани­

ем (13) с матрицей преобразования

Эл
ек
тр
он
ны
й а
рх
ив

 би
бл
ио
те
ки

 М
ГУ

 им
ен
и А

.А
. К
ул
еш
ов
а



28 ВЕСН1К МДУ імя А. А. КУЛЯШОВА № 2 (46) • 2015 •

В (а ,у ) = ('а  aV ia^ Г“ « Ц  (18)
\у as2s^p{a, y)J\bw \J

где р (а ,у ) =  s2J\b10\a — s1A/l а 0і |у, система приводится к виду (14). 

Проинтегрируем систему (16). Пусть сначала Ah >  0 (s =  1). Очевидно,

0̂0 j, СТ00 ̂ 

что и = е 2 cos w/1, v = — е 2 sin wt есть решение системы (14), удовлет­

воряющее начальному условию и(0) = 1, г?(0) = 0. Тогда, с учетом соотно­

шения X =  В(а, у)и, решение системы (16) имеет вид

сг,00 ,
* = г ) ( ^

Здесь матрица В (а, у) определена равенством (17), а решение удовлетво­

ряет начальному условию *(0 ) = (у ). Как отмечалось ранее, элементы а , у в

матрице В принимают произвольные значения. Заменяя а, у в матрице В на 

начальные данные х0 и У о > получим общее решение линейной системы в фор­

ме Коши

°Ч/ / .
1 cos wt

х = е 2 В(хп,уп). . ...

где матрица В (а, у) определена равенством (17).

Пусть теперь ̂ І/і <  0. Очевидно, что и ~ е г ch wt , v = ~е 2 sh wt есть 

решение системы (14), удовлетворяющее начальному условию м(0) = 1,

v(0) =  0. Аналогично тому; как это делалось в предыдущем случае, прихо­

дим к общему решению системы (16) вида

(ch wt
х  = е *  S ( W o ) ^ s h M ),

где матрица 5 (а, у) определена равенством (17).

Замечание. Решение задачи Коши и (0) =  1, и(0) =  0 для приведенной 

системы (11) как при >  0, так и при Ah <  0 можно записать следующим 

образом
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с учетом связи ch в =  cos ів, sh в = i sin ів. Тогда в обоих случаях общее ре­

шение системы (16) выражается одной формулой

* = <гГ'В(*0,у„)( ).
\-\s sin y]s(i)tJ

Пусть теперь Ah =  0 и Ь10 а01 <0 . В этом случае система функций

£оо. t °оо t
u =  е 2 , и =  — -e z есть решение системы (11), удовлетворяющее на­

чальному условию u  (0) =  1, г?(0) = 0, а общее решение системы (14) имеетвид

х = е~2-‘ В (х0, у 0)

где матрица В (а, у) определена равенством (18).

2

Если Д= + Д^= 0 или, что тоже самое, —  = s30) , то система функ-
4 2

цийи =  і( 1  + е~2шг)> v = — “ (1 — е-2ли) являются решением задачи Коши

u(0) =  1, v(0) =  0 для приведенной системы (14).

Решение системы (16) в этом случае имеет вид

ж = В(х0,у0) £

где матрица В (а, у) определена равенством (17).

Замечание. При приведении линейной системы к каноническому виду пред­

полагалось, что h(a ,y ) Ф 0. Легко убедиться, что при интегрировании систе­

мы (16) допускается равенство h(x0t Уо) = 0.

3. Качественное исследование линейной системы

Приведем качественный анализ линейной системы в зависимости от двух 

параметров Ah и <т00 в сравнении с гамильтоновой системой, соответствую­

щей а00 =  0- 

Лемма. Если:

1) Ah>  0, то точка 0(0,0) для гамильтоновой системы центр, для полной - 

устойчивый фокус при сг00 <  0 и неустойчивый фокус при <т0о >  0;

<Т020
2 ) --— < Ah< 0, то точка 0(0,0) для гамильтоновой системы седло, для

4

полной-устойчивый узел при о"о о < 0 и неустойчивый при сг00 >  0. При этом
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сепаратрисы седла b10X + (о) - )у = 0, (ш - ~  )х ~ «оі У = 0 являют­

ся траекториями полной системы; 

аоо
3) Ah < --— , то точка 0(0,0) для гамильтоновой системы седло, для пол-

4

ной седло с теми же сепаратрисами Ь10х + (со — ^  )у = 0, (со — —  )х — 

а01 У = 0;

4) Д 0, то при

a) а01 Ь10 < 0, I а01 j + |610| Ф 0прямаяs2̂ \bw \x — s1A/1 а011у = 0 

для гамильтоновой системы будет прямой состояний равновесия, а прямые

•^гл/і^юі* — 51%/К Г Т у  =  С (С Ф 0) - траекториями. Для полной системы

точка 0(0,0) - вырожденный узел, устойчивый при Ооо ^  ^ и неустойчивый

при Goo >  0, при этом прямая s2J\b10\x — siyJ \ а011 у = 0 является траек­

торией полной системы;

b)a01 = Ь10 = /и(ю = 0, для гамильтоновой системы плоскость хОу есть 

плоскость состояний равновесия. Для полной системы точка 0(0,0) - дикрити- 

ческий узел, устойчивый при <т00 < 0 и неустойчивый при 0Ьо >  0;

&QQ
5) Д ^= -- — Ф 0, то точка 0(0,0) - для гамильтоновой системы седло с

4

сепаратрисами Ь10 х + (со -  )у = 0, (ш - ~-)х -  а 01 у = 0; для полной-

одна из этих прямых является прямой состояний равновесия, а траектории пол­

ной системы параллельны другой из этих прямых.

Убедимся, что прямые равновесия и сепаратрисы седла гамильтоновой си­

стемы являются также или прямыми равновесия или состоят из траекторий 

полной системы в случае узла или седла.

Естественный гамильтониан линейной системы имеет вид

h = l ( ~ b 10x2 +juQOxy+ а01 у 2 ).

Производная гамильтониана в силу полной системы =  <т00 /г. Отсюда 

получаем первый интеграл линейной системы

h(x, у) = h(x0,y0)etcx

Сепаратрисы седла (или прямые равновесия) гамильтоновой системы на­

ходятся из равенства h(x, у) = 0 . Из первого интеграла видим, что эти же пря­

мые являются либо траекториями, либо прямыми равновесия и для полной ли­

нейной системы.

Остальные утверждения следуют из анализа характеристического уравне- 

ния гамильтоновой системы Л + Ah=  0 и характеристического уравнения
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(Л — ^р)2 + Ah=  О полной системы, либо из непосредственного исследова­

ния приведенной системы.
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Marchenko I.V., Morozov N.P. NEW APPROACH TO THE STUDY OF LINEAR 

TIME-INVARIANT SYSTEMS IN THE PLANE.

A new approach to the study of linear time-invariant systems in the plane in a university 

course of differential equations is suggested. The technique is based on a special representation 

ofpolynomial systems of two equations obtained in [4].

Key words: linear stationary system, general solution, Caushy’s form, critical point.
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