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О ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЯХ УРАВНЕНИЯ
x+Xf(x, х )х + х = 0

Уравнение х -f- V  (х, х) х +  х =  0 равносильно системе

х =  У, у =  — х — Ц (х , у) у, % >  О, (1)
или в полярных координатах системе

(2)

где fp (ф) =  / (р cos ф, р sin ф).

В работе для указанного выше уравнения получены достаточные условия существо
вания периодических решений и оценки границ его существования по параметру к.

Введем следующие обозначения: D~—{(x, у)\{х, у) g  R2, f (х, у )< 0}, Д+((х)={ф|ф g 

€ 1°; 2я], ^  (ф) >  0}, Д- (|х) =  {ф|ф6 [0; 2it], ffi (ф) <  0}; для £ =1, 4 определим мно

жества Д* ([*) =  Д* (и) (~| [(£ — I) п/2; іл/2]; при £=1, / =  3 или £ =  2, / =  4 положим 

А,*/ (и) =  Af  W  U A f Ы ; пусть

причем M f  (р.) =  0 или М * (ц) =  0, если A f  (fi) =  0  или Д^ (fi) =  0  соответственно 

( Д — замыкание множества Д); а~ =  sup {|Х ((г) > 0 } , а+ =  inf {ц | М+ (ц) >  0},

при этом если М^4 (ц) = 0 , то а + =  +  оо; Д ^  (р., е) =  ([0; я/2 +  e]U[3n/2+e; 2л])|"| 

рд -  (|ij, где е >  0—достаточно малое положительное число.
Пусть функция f удовлетворяет условиям:
а) /бС при (х, г/)бR2 и задача Коши для системы (1) имеет единственное решение 

при любых начальных данных, fo—f(0, 0) < 0;
б) любой луч, выходящий из точки 0(0, 0), перейекает границу области D~ не бо

лее чем в одной точке;

в) существует достаточно малое е> 0  и некоторое такие, что Д7 з(ц, е) = 0
или при каждом фбД7з(ц, в) Ф 0  f(ф) не убывает по ц при ц>ц*;

г) при каждом ф б Д ^ц ) f^(ф) не убывает но |х при (х> 0.

Наряду с системами (1), (2) введем в рассмотрение вспомогательные системы

где — числовой параметр. Уравнение траекторий этих систем в полярных коорди
натах имеет вид

M f  (ц) =  max I/ц (ф) sin 2ф|, Mfj (jn) =  max |/й (ф) sin 2ф|,

или соответственно
х =  У, y =  — x — Xfl l (x)y 

X
Р =  — (Ф) sin2 ф, ф =  — 1 — —  (ф) sin 2ф,

(3)

(4)
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dp

dtp (Ф. * )=
fy, (Ф) sin2 ф

1 +  (Я/2) ^  (ф) sin 2ф
(5)

В пространстве параметров (|і, Я,) выделим множества Р ,=  {(ц, Я ,)|0^{х<а_ , Я 

>2/М7з((х)}, P ,=  {fti, Я)||л>а+, Я > 2 /М + (М)}, Р3={(ц, Я)|ц>0, Я>0, (ц, Я)$Рхи 

IJP2}. Относительно траекторий системы (4) имеют место следующие очевидные утвер
ждения.

Л е м м а  1. Если ( ja, %)&Р.„ то при условии а) все траектории системы (4) либо 
спирали, либо замкнутые кривые.

Это утверждение следует из непрерывности по ф g [0; 2я] функции F (ф, Я) при
ч> й

(ц, Я) £  Р3 и общего решения уравнения (5) р =  р0 J F^ (т, Я) dx.

ч>.
Ле м м а  2. Если выполнено условие а) и (ц, Я) g Рх или (fi, Я) g Р2, mo существу' 

ет луч Ф=ф7з О*. Я), фу3 g  Д ~̂3 (р) или соответственно Ф=Ф24 (ц, ^), Ф24 g Д24 W ’ 
являющийся траекторией системы (4).

В этом случае фу3 g Д"р3 (ц) или g Д "̂4 (fx), о которых идет речь в лемме 2, 

являются корнями уравнения 1+(Я/2) f (ф) sin 2ф=0. Их существование при указанных 
условиях очевидно.

Л е м м а  3. Если выполнены условия а)—в) и (jx, A)(JPi, то всякая траектория, си

стемы (1), начинающаяся на луче ф =  ф, при продолжении ее в положительном направ
лении возвращается на этот же луч.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим }~ (ф) =  (ф) при ф g Д- (р.) и (ф) = 0 при

Ф^ Дт  (р). Заменив в уравнении (5) / (ф) на /^ (ф ), получим уравнение

-£- =  Я ^ (Ф .* > . V  (ф- *■) =
U  (ф) sin2 ф

1 (Я/2) /д (ф) sin 2ф
(6)

Так как по условию (р, Я.) (£ Рх, то 1 + (Л/2) (ф) sin 2ф 1 — (>./2) |/ (ф) sin 2ф| ^

1 — (Я/2) ЛГрз ([i) >  0, т. е. F~ (ф, Я) непрерывна по ф при каждом (fi, К) $ Рг и,

ф

следовательно, интегральные кривые уравнения (6)—спирали р= р0ехр ^Я J  F^ (т, Я) drj.

Ч>о
Пусть я/2 +  е <  ф <  я, где е >  0 выбрано с учетом условия в). Построим непре

рывную кривую L= M 0M1M2M3M4M5, начинающуюся на луче ф =  Ф в точке М0 (р0, ф), 

заканчивающуюся на этом же луче в точке М5 (р5, ф) и состоящую из вертикальных 
отрезков М0М1, М4М5 и  дуг интегральных кривых уравнения (6 ) М3М4
(рис. 1). Точки Mt и М3 лежат на лучах ф=я,/2-|-е и ф=Зя/2+е соответственно.

Пусть р0>Ц*> гДе f-1* из условия в). Так как /“  (ф) <  0 при ф £  [0; 2л] u ц ^  0, 

то на кривой L р >  р0 >  р,*, и в  силу условия в) на дугах МгМ% и М3М4 будем иметь 

/р (ф) > (ф) ^ //7 (ф) ПРИ ^ ^  Iх* и (М> Это означает, что векторное поле

системы (1) на кривой L повернуто внутрь кривой L (см. рис. 1), что и доказывает лем

му для выбранного ср. Если Зя/2 + s <  ф <  2я, то построение кривой L аналогично с 
точностью до симметрии относительно начала координат. Мы провели доказательство

Рис. 1
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для случая Д13 (ц, е) ф  0 .  Если же Д13 (ц, е) = 0 ,  то МхМг и М3М4—дуги окруж

ностей, так как в этом случае (ф) =  0. При этом в силу условия б) / (ф) ^  0 при 

р > ц  на МгМ2 и M3Mt , и утверждение леммы очевидно.

З а м е ч а н и е  1. Утверждение леммы справедливо при любом ф. При доказа
тельстве ограничились тем случаем, который используется в дальнейшем.

Т е о р е м а .  Если выполнены условия а)—г) и lim М^4 (jx) =  т+, lim М~3 (p.) =  т~ ,
Ц->00 '

причем т+ >  т ~, то при 2/т+ <  Л <  2/т~ система (1) имеет по крайней мере одну 
замкнутую траекторию.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В пространстве параметров (ц, X) рассмотрим луч 1:Х =  

— const, ц >  0, где 2/т+ <  X <  2/т~ (рис. 2). В силу условия в) при ц >  ц* М \3 (ц) 

не возрастает. Следовательно, существует ц* ^  (х* такое, что при ц >  ц* луч I не 

принадлежит области Pi. С другой стороны, при X >  2/т+ существует р*  такое, что 

при р >  ц* прямая I принадлежит области Р2, так как в силу условия г) (|х) не 

убывает при /х ;> 0. Обозначим ц =  max {ц*, p j’ }; и пусть ц >  ц. Тогда при ц >  ц 

точка (p., X) луча I будет принадлежать области Р2 и, с другой стороны, (|х, X) Р х. 

В силу леммы 2 существует луч ф = ф ^  (ц, X) ę  Д ^  (|х), на котором l-j-(A/2) / ( ф ^ Х  

Xsin 2ф "̂4 =  0. С учетом условия г) на луче ф =  ф̂ "4 (jx, X) будем иметь

dą>

: ИГ
d ф

>  0 при р >  (х и ——
ф=ф+ dt
4  24

Ф=Ф+

<  0 при р <  ц. (7)

Рассмотрим траекторию системы (1), выходящую при / =  0 из точки Л1о(р,, ф̂~4)’, 

)х>[х. В силу леммы 3 при продолжении ее в сторону возрастания t она вернется на 

луч ф=ф^"4((х, X) в точку М. Учитывая неравенства (7), точка М будет находиться 

между исходной точкой Л!о и точкой 0(0, 0). Через отрезок М0М траектории системы 
(1) будут входить при возрастании t в построенную область Бендиксона. Для заверше
ния доказательства отметим, что в силу условия а) точка покоя отталкивающего типа.

З а м е ч а н и е  2. Если т+ =  оо, а /п~= 0, го замкнутую траекторию система (1) 
имеет при всех А,>0.

З а м е ч а н и е  3. Если Д~3 (ц, в) =  0  при |х >  ц*, где [х* >  0 и е >  0 из усло

вия в), то система (1) имеет замкнутую траекторию при X >  2/т+.
В качестве примера рассмотрим систему

х = у, у = — х — Х (Р2п(х,у) — 1 )у ,Х>0 ,  (8)
где Pini*, у) — однородный многбчлеи степени 2п. Система (8) имеет хотя бы один 
предельный цикл при всех Я>0, если уравнение Рип(1, k)—0 не имеет положительных 
корней и Р2„(0, 1)>0. В данном случае /^(ф) =(.i2nP2n(cos ф, sin ф)— 1 и выполни

мость условий а)—г) при сделанных относительно Рип предположениях легко проверя

ется. Кроме того, имеем случай Д 7 з(ц >  е ) = 0  при некотором е>0 , | х > ц *  и т + —  <х>.
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