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Н.П. МОРОЗОВ

О ПРИВЕДЕНИИ ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ СИСТЕМ 
К СПЕЦИАЛЬНОМУ ВИДУ

В работе предлагается специальное представление полиномиальных систем, 
позволяющее прогнозировать бифуркации в этих системах по гамильтоновой 
системе с естественным алгебраическим гамильтонианом. Гамильтонова система 
однозначно определяется по правым частям системы и является нелинейным 
глобальным приближением для исходной системы [1-3].

В работе рассматривается система

где Р (х, у ) , Q(x,y) многочлены наибольшей степени л.

Основной результат содержится в следующем утверждении. 
Теорема 1. Пусть начало координат совмещено с состоянием равно

весия М0(х0,у0) данной системы. Тогда система (1) представима в виде

х = Р(х,у), ў = Q(x,y), (1)

х = — (х, у) + ха(х, у)
о у

y = - d-f (х,у) + уё(х,у)
(2)

где

(4)

(3)
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дк Р (х 0,у0)  , _  Sk Q (x0,y0)  /^ч

к~т т дхк-тдут’ йк-т т дхк~тдут ’ v >

я (* ,у ) =  S = i ^ i f e y ) . W * , y )  =

5f e y )  =  S Ł ,  ffjŁ-1 fe, У), S t -1  fe y )  -  +  "Якву 'ГІ)  =

— к ук гт-1 ук-тЛТт-і /дч
~ 1 "fc-mm-ł х У V°)

m-1 w А̂г-m+l m-1 ~~ (fe ~ ТЛ. + 1) к̂-тп m (7)

®k—m m—1 Q-k-m+1 m— 1 fyc-m, т Д  — ^  — 1, fc- (8)

Доказательство. Фиксируем точку М0(х0іу0) и представим много
члены Р(х,у), Q(x,у) по степеням х — х0 я у — у0:

РСх,У) =  Р(*о,Уо) + Ет =1 Рк 0̂> У)/

<?С*»У) =  (?(*0»Уо) + Em=l (?fc (Ху), n >  1
1

Рк f e y )  “  C " a Ł- m m (* -  Ą ) fc- ’”(y -  У с )" ,

<?t fe y ) -  J jZ L o C r^- m m  (*- *»)*- ”  (У- У оГ

и ak-m m’ bk-m m определены равенствами (5). После совмещения нача
ла координат с точкой М0(х0,у0) многочлены Рк (х, у) и Qk(x,y) примут

вид (3) и (4) соответственно. Обозначим 0Y._iOt',y) =  -Pk(jc~ŷ  + эФ ^у)
Эх ду

или <Tk-l(x,y)  fc, X m = l ®k-m m-1 x У 1 > гДе ^к—ттп—І 0П*

ределено равенством (8).
Положим

(X У) = Рк(х,У) + *£*-1 (*іУ). (9)

-  (*, у) = (ас,у) +  y R k- i  ( x,у ) - (10)
где

^ -ife y ^ S U i^ ^ jC T  ° w m-i (4 -m 

«»-lfey) “  -fjZJ,.l<T <>*-™ m -1 A * _ „  hi—1

Afe_m m_! -  пока произвольные числа, к =  l,n , m =  l,k .

Дифференцируя равенство (9) по х, а равенство (10) по у, с учетом (6) 
убеждаемся в корректности введенных обозначений при любых
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^■k—m  го-1’ к  — l , 7t, 771 1 , к  ■

Подберем теперь Ак_т m_t так, чтобы выполнялось тождество 

$к-і (х> >') ^&к- 1  (х>3')• Для отыскания Ак_т т_1 получим соотношения

к-т +1 ° к~т wi-1 (^ к -т  т -1  ~  1 ) а к -т  т -1  ^ к -т  m -V  т  ~~ 1>

Находим

^■к-т т-1 =  ^ + і’  ^  1 , fc , fc =  1,71.

Подставляя Ак_т т_г в 5’fc_1(x,y) и Rk. t (x,y}, будем иметь

sk- 1  (** y > Rk-i <А У)= - ок-у (х, у), (11)

где а ^ ^ х .у )  из (6).

Подставляя в (9) и (10) многочлены Рк(х,у), Qk(x>}r) из (3) и (4) и

=  после несложных преобразований получим для

ч 9Нь+і - N
——  {х, у) и —-—  (х, у) следующее представление:

ду ах

Ос, у)= “  аокук + ск ((т  + 1) ак-ш ш - (.к - т) Ьк_т_! т+1)

хк~тут
8Нк+1 ,  ̂ 1 , ь- 1 т,!,.-, к-т

(x,yh-bk0xk - — — -тт((т + 1) ак_т т - (к - т ) h-m-im+i)Эх J ki ки (fc+l)! т-и * т+1 
т+1

Или

дНк+1
ду {х,у)=^а0ку ^ ^ Х кт Л С Г ^- т - іт  *к-т Ут , (12)

днк+! , л-1 ł  1 yJc-l .. Tfc—т —l .Tm+l f1Q\
-- ^ Г ІХ>У)' Л ° Х 0 ^ ў . ^ ° т +1Ск ^к-т-іт Х У

где

P fe -m -łm  ~  1 )  &к—т  т  (^- ^к—т —І т+1

т  = 0,к — 1, к — 1,7і, или

fc—т т —1 ^  ®fc—т+1 m— 1 ^  ^к—т т , 771 — 1, к , к — 1,71

Введем в рассмотрение гамильтонову систему

* - £ (* .  А  *=“ (*,У). (14)

С * .у ) ,- ^  ( * - 7 ) = - « = ! ^  fe y )

Тогда с учетом соотношений (9), (10) и (11) систему (1) можем за

писать в виде (2), т.е.
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Р(х,у) =  — {х,у) + ха{х,у), Q(x,у) = - —  (х,у) + уа(х,у ) .
оу OX

Умножив первое из этих равенств на у, а второе - на х и вычитая 
второе из первого равенства, получим соотношение

У %  (*'У) = Ур <АУ) -  xQ0c,y). (15)

Отсюда имеем

(х>у) + у 1 ^  s Урк<&у) - xQk(x,y) .

По свойствам однородных функций

х У*+ У у) = (к + (*. у) .

Следовательно,

Нк+1 (ж, у) =  ~  (х  (х, у) + у ̂  (ас, у)^ или

Нк+г{х,у) = ~ ( у Р к(_х,у) - xQk(x,y))

Это завершает доказательство.
Обозначим

V(.x,y) = х ~  (х,у) + у  ̂  (ж, у) = Gocos <p,psin <р),

D = {Ос,у )I V0c,y) >  0}, Га = {Ос,у) I F(x,y) =  0, Ос,у) Ф (0,0)}, 

Следствие 1. Состояния равновесия системы (2) и гамильтоновой 
системы (14) расположены на границе области Д  т.е. на кривых, опреде
ляемых равенством

ХЪ  (Х,У^+у% = °- (16)
Это следует из соотношения (15).

Следствие 2. Граница области D  состоит из состояний равновесия и 
линий контакта траекторий гамильтоновой системы с лучами <р — const. 

Гамильтонава система (14) в полярных координатах имеет вид

Р Р ^ х ^  (x ,y)-yg- (х,у) (pcosср,psin<р)

Р1<Р= - (x j^  Ос, у) + у |  (х,у)j  = - р~  (pcos ср, /Tsin ф).

Из последнего равенства следует, что на Г0 <р = 0.

Следствие 3. Пусть точка 0(0,0) является центром для гамильтоно
вой системы (14) и р0 — OMQ - расстояние от точки 0(0,0) до границы 
I'd области D.

Если М0(г0,у0) единственная точка на Гв, в которой достигается рас
стояние Р 0, то М0 является седлом для системы (14). Область центра распо
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ложена в области D yl ограничена петлей сепаратрисы Н(х,у) =  Я (х0,у0), 

идущей из седла М0 в это же седло.

Действительно, для функции Н = Н(х,у) точка <9(0,0) является точ-

дН  /* *
кой минимума и —  (pcos ę, psin <р) > 0 в области Д  т.е. Н{рcos ę, psin ф)

Эр

возрастает по р при фиксированном <р. Следовательно, Н(х,у) =  С яв

ляются замкнутыми кривыми при 0 < С <  Н(х0,у0). Если предположить,

что М0(х0,у0) неособая точка, то приходим к противоречию с условиями 

единственности: замкнутая кривая Н(.х,у) — Н(х0,у0) проходит через 

точку М0, касаясь луча, соединяющего точки 0(0,0) и М0. Это в неосо

бой точке невозможно.
Следствие 4. Система (2) инвариантна относительно линейного не

вырожденного преобразования х =  оси + pv, у =  уи 4- Sv.
В этом случае система приводится к виду

1 дН
й = --г— + и а(аи + Bv, vu + Sv) 

ń dv
ІдН

v = —— -- Ь va(ccu + Bv,уи + Sv),
A du

где Л =  {aS - [Зу\ H = Я  (cm + pv, yu + Sv).

Следствие 5. В области D  система (2) приводится к одному уравне

нию

—  = — гр-а Gocos ę,psmę). (17)
d ę

где Я  и р связаны соотношением Я  (pcos <p,psin ф) =  Я , причем это ра

венство однозначно разрешимо в области центра 0(0,0) гамильтоновой 
системы относительно р при всех <рЕ [0,2 я].

Производная функции Я  = Н(х, у) в силу системы (2) имеет вид

у) (* S  > 4

( dfi 5Я i
х —  (х, у) + у — (х,у) } < 0 в области D  и

дх оу I

получаем равенство (17). Разрешимость в области центра 0(0,0) гамильто

новой системы равенства Я (рсos <р, psin <р) =  Я  относительно р следует 

из того, что в области D  имеет место неравенство

р ^ ( р с osę ,psin ф) = { х ^  (ж,у) + у  ̂  (х,у)^ >  0.

В заключение отметим, что рассмотренное в работе представление 
полиномиальных систем позволяет разделить пространство параметров
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системы на пассивно (фиксированные коэффициенты гамильтониана) и 

активно (переменные параметры о(х,у)) участвующие в бифуркациях. 

Проиллюстрируем это на примере квадратичной системы 

f  г 
х = у + - (а20х2 + 2 а1гху + а 02у 2)

Ў =  - х  +  ^(b2Qx 2+2b11x y  +  b02y z}
\ 2

Она приводится к виду

) х — у + \а02у2 + к ( 110х2 + 2ЦОІХУ) + х( ^  + i  (<т10х + <т01у))
\ 2 3 (Jg)

(  Ў = - X  +  \  Ь20Х2 — 1(2 ц10ху +  ц01у 2) + у (~ ~  + \  (.О10х  +  <т01у ))

Первая ляпуновская величина (с точностью до положительного мно
жителя) системы (18) для состояния равновесия (0, 0) имеет вид ([2, 3])

/=  ф 2о — “ ЙоіЗ^іо ~ Са02 + з •

Точка Ро(-Зоо2,ЗЬ20) в пространстве пассивных параметров соот
ветствует кратному фокусу системы (18), так как 1 =  0. Будем предпола

гать, что Р(Ціо>Ш)і) ^  *о(-За02,3&20). Пусть выполнено условие 

а 20^ і іа і і ^02 ^  0- При этом условии, учитывая связь между коэффици
ентами этих систем,

®к—тп m —1 &1c-m+ 1 т — 1 т>

й к —т  т —1 =  ^  т + 1  т - 1  С^ Ж  +  1 }  Ь^_т  т  , к  =  2 , Ш  =  1 ; 2

можем считать щ-у произвольными фиксированными, как и а 02, Ь20, а 
Oij переменными. Это означает, что состояния равновесия соответствую
щей гамильтоновой системы неподвижны при изменении коэффициен
тов (?ij. Таким образом, исследование бифуркации рождения предельных 
циклов из состояния равновесия (0,0) проводится в трехмерном про
странстве параметров (<J00,a10,a01).

Применение теоремы Андронова - Хопфа приводит к такому ре
зультату.

Теорема 2. Пусть а20Ь11аХ1Ь01 Ф 0, {і10 Ф —3а02, Цо! Ф 3Ь20 и точ

ка (О,а10,а01) лежит в полуплоскости сг00 =  0, (Ь20 — ̂ Ш>і)0іо —

~ (а 02 + “ Ніо)аоі <  0 ).

Тогда при переходе ег00 от отрицательных значений к положитель
ным значениям из сложного фокуса системы (18) рождается устойчивый 
предельный цикл.

Если же точка (0,сг10,сг01) лежит в полуплоскости <700 = 0, 

(b20 “ Moi)°io - (а 02 + 'И ю ) °оі > 0, то при переходе <700 от положи
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тельных к отрицательным значениям, из сложного фокуса системы (18) 
рождается неустойчивый предельный цикл.
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