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ІНВАРЫЯНТНЫЯ ЗВЯЗНАСЦІ Ў ГРУПОІДАХ JIl

У 50-х гадах X X  ст. Ш. Эрэсман прапанаваў метад дасле- 
давання геаметрычных структур і іх працягаў з дапамогай 
групоідаў Лі, які можна прымяніць пры вывучэнні звяз- 
насцяў вышэйшага парадку на дыферэнцыяльных мнагастай- 
насцях і ў вектарных расслаеннях. Цікавасць уяўляе разгляд 
звязнасцяў, якія ўзгоднены з некаторымі дадатковымі 
структурамі, зададзенымі на мнагастайнасцях. Вядомы 
прыклад такіх звязнасцяў — інварыянтныя звязнасці на 
аднародных прасторах, якія ўзгоднены са структурай адна- 
роднай прасторы, зададзенай транзітыўным дзеяннем групы 
Лі G на дыферэнцавальнай мнагастайнасці B=G/H, дзе Н  — 
замкнутая падгрупа ў G. Развіццё тэорыі групоідаў і 
алгеброідаў Jli (гл., напрыклад, [1] і [2]) дае новыя 
магчымасці для іх прымянення.

Мэтай работы з ’яўляецца вывучэнне інварыянтных звяз- 
насцяў вышэйшага парадку ў групоідах Лі, або, інакш: рэгу- 
лярных сечываў расслаення элементаў звязнасцяў вышэйша
га парадку ў дачыненні да дзеяння падоўжанага групоіда Лі. 
Ngo van Que [3] устанавіў адпаіведнасць паміж звязнасцямі 
вышэйшага парадку ў групоідзе Лі і расшчэпамі далучаных 
да яго вектарных расслаенняў. У тэарэме 1 даказана, што 
для інварыянтнай звязнасці ў групоідзе Лі адпаведны рас- 
шчэп узгоднены з дзеяннем групоіда і яго працягам на далу
чаных вектарных расслаеннях. У тэарэме 2 даказана, што 
для групоіда Лі I I (Е )  лінейных ізамарфізмаў слаёў вектарна- 
га расслаення (Е, р, В)  з умовы ўзгодненасці дзеянняў выні- 
кае інварыянтнасць адпаведнай звязнасді. У [3] даказана, 
што звязнасць парадку k адназначна вызначаецца сваёй пра- 
екцыяй парадку k-1 i дыферэнцыяльным аператарам спецы- 
яльнага віду. У тэарэме 3 даказана, што для інварыянтнасці 
звязнасці парадку к дастаткова інварыянтнасці адпаведных 
праекцыі i дыферэнцыяльнага аператара.

Няхай (Q, В)  — групоід Лі над В, В)  — падаўжэнне 
групоіда (£2, В)  парадку к [3, с. 169], (Е, р, В)  — вектарнае 
расслаенне, далучанае да групоіда (Q, В),  (Jh(E),  ph, В)  — 
падаўжэнне расслаення (Е, р, В )  парадку к [3, с. 171], 
(Qh(Q),  71, В)  — расслаенне элементаў звязнасцяў
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вышэйшага парадку [3, с. 186]. Далей будзе выкарыстана 
дзеянне групоіда (ffi, В )  на расслаеннях (Jh(E),  ph, В),  
(Qh(f2), п, В )  [3, с. 170, 189]. Няхай Z= fx o e f l k, дзе a:B —» О, 
а о o=id, Х =  £ s e J h(E),  Y = j kx f&Qk(Q),  тады

Z X =  fx о ■ fx s= fy ( е г о  ( b o  о  Г 1 s( (b o o f 1), (1)

Z-Y^ j ky ( (j(b о О  г 1 ■( f  o (b о О Г 1 -cj( x Г 1) ), дзе y= b °a (x ) .  (2)
Няхай Q'  — падгрупоід групоіда Q  [3, с. 165]. 3 дзеяння 

групоіда П к на расслаенні (Q^(О ), л, В)  натуральным чынам 
вынікае наступнае азначэнне інварыянтнай звязнасці вышэй
шага парадку ў дачыненні да дзеяння падоўжанага падгру- 
поіда ( Q ' ) k.

Азначэнне. Звязнасць c:B—>Qh( 0 )  называецца інварыянт- 
най у дачыненні да дзеяння падгрупоіда ((£2') k,B), калі для 
кожнага элемента Z= fx o e ( Q ' ) k праўдзіцда ўмова: 
с (у  )=Z-c(x) .

Ng'o van Que [3, с. 189] кожнай звязнасці парадку k у гру- 
поідзе Jli О  ставіць у адпаведнасць расшчэп А̂  : E —>JkE да- 
кладнай паслядоўнасці далучанных вектарных расслаенняў

0-+j*E-*JkE->0.
Тэарэма 1. Калі звязнасць c:B-^Qh( 0 )  інварыянтная ў да- 

чыненні да дзеяння падгрупоіда (П ' )к, то для кожнага 
Х е Е х, Z= il O e ( Q ' ) h праўдзіцца ўмова:

Ak (a (x )X )= Z -A k(X ) .
Доказ. Няхай c:B—>Qh(f2) — інварыянтная звязнасць па

радку k у групоідзе ЛІ (Q ,  В), c ( x ) = f x f, c ( y ) = j hyf .  Тады
c ( у )=  [паводле ўмовы тэарэмы] = jl O-jl f=

—[паводле азначэння (2) дзеяння групоіда на расслаенні элементаў звязнасцяў] ~

= i'y((7e( b<,CJ)~1'(f° (Ь̂ т) 1 с х (х )1).
Марфізм Ak:E--*JkE будуецца наступным чынам [3, с. 

189]:
Fh(E)={ il g/g:B->E,p°g=x),cx:Fh(E)/x~>Jk(E)/x:X= Ц ё ->Ц (fig),

i:E -W h( E ) :Х е Е х-> j hxX  ,
дзе X  — пастаяннае адлюстраванне ў X  <=ЕХ.

Няхай Яа=с° і. Дакажам, што Ak(<y(x)X)=Z-Ak(X ) .
Ak( a ( x ) X J = ( c y oiy) ( a ( x ) X ) = c (  fx ( o ( x ) - X  ) ) =  _

= j ky ( f - a ( x ) - X  ) = f ;  (go ( b o o ) 1 - ( fo (boa ) 1 a ( x ) 1 ) - a (x ) -X  )=

=  fy ( (7 ° ( b o  o ) 1 - f o  ( b o  a) 1 X  ) .

Z Ah( X ) = j l a - ( c o i ) ( X ) = i l a - j l ( f  X  )=
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= fy ((сто ( b o o ) 1 f (  сто (Ъ о а ) 1 X  ).
Параўнанне атрыманых вынікаў падвярджае, што X̂  

( а ( х ) Х )=Z-Xk( X ). Тэарэма даказана.
Няхай П ( Е )  — групоід паслойных лінейных ізамарфіз- 

маў вектарнага расслаення (Е, р, В), О '  — падгрупоід групо- 
іда П (Е ) .

Тэарэма 2. Калі для марфізму Л^:Е-хТк(Е )  выконваецца 
ўмова інварыянтнасці Ak(o (x )X )= Z -X k(X ) ,  то адпаведная 
звязнасць парадку k ў групоідзе П ( Е )  інварыянтная адиосна 
дзеяння групоіда ( O ' ) h.

Доказ. Няхай et — базіс у слаі Ех, Xu(ei)~ st. Звязнасць
c:B~>Qk(II (E  ) ) будуецца наступным чынам: сечыва /  рассла
ення ( П ( Е ), Ь, В)  , якое праўдзіць умовы:

1) a ° f = x  , дзе х :В—>х, 2) f-et=su 
задае элемент звязнасці парадку к у пункце х е В  [3, с. 191]. 
Няхай o e ( Q  ' ) к, у =Ь° о (х ) .  Тады a(x)-et — базіс слоя Еу. 
Няхай Л ^ ( а ( х )  -е(;) — j *  =  [паводле ўмовы тэарэмы] ==/*  c r -/*S j=  [па- 

водле азначэння дзеяння ( 1 ) ]  =  ( с г °  ( Ь °  о )  1 - S i о ( b o  о ) 1) .  Няхай

c ( x ) = j l f  — элемент звязнасці ў пункце хеВ, c ( y ) = j kyf  — 
элемент звязнасці ў пункце у= Ь °о (х ) ,  дзе f  здавальняе 
ўмовам 1), 2), а сечыва f  здавальняе ўмовам:

1') a ° f = y ,  дзе ў :В->у , 2 ') f  ( о  (х ) -  e j= ą .
3 транзітыўнасці дзеяння вынікае:

f  ■( а( х )-et)= (  f  -a(x ) ) e i =s i=<jo(boo ) 1 -s^ (bo a )~1 =
= ( o °  (boa ) 1 ■fo(boij)1)-ei.

Значыць,
f  ■a(x)=(ero (bo a) 1 -f° (bo cr) 1),
f  = (  сjo (b oa ) 1 -f o (b o a) 1) ■ ( a(x  ) )  r .
Адсюль вынікае, што

c ( U h  f i  = jy (a°(b°cr) -l -fo(bo а) 1 a (х ) 1 )= j kx o ■ j kx f.
Тэарэма даказана.
Адным з вядомых прыкладаў групоідаў Jli з ’яўляецца 

групоід П 1(В),  які складзены з І-струменяў лакальных 
дыффеамарфізмаў мнагастайнасці В.

Гэты групоід дзейнічае на датычным расслаенні (TB, п,
В):

114 В ) *ТВ -> ТВ ( Hf ,j'0y ) -> j t i f  ° У), 
дзе y:J~̂ >B, JczR, OeJ, y(0)=x, f0y €  TXB, j lxf  е П 1(В).

3 доказаў тэарэм 1 i 2 вынікае, што звязнасць 
c:B~->Qh(П 1 ( В ) )  інварыянтная тады і толькі тады, калі
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Ah (a (x )X )= Z -A k(X ) ,  дзе Z e ( Q ' ) k.
Ngo van Que [3, c. 192] будуе дыферэндыяльны аператар 

Vk:TB~*Jk lTB®T*B: Vk(/j)=D ° Ak(M), 
дзе D — аператар Спенсера:

D:Jh lT B 0 T*B:s~->i1 (р кл о s)-s.
Ngo van Que [3, с. 192] даказаў, што для ўсякай 

звязнасці парадку k-1 і дыферэнцыяльнага аператара Vk, 
які праўдзіць умовам 1 ), 2 ), 3), існуе адзіная звязнасць 
парадку k, якая індуцыруе звязнасць Ak̂  i аператар Vh.

Тэарэма 3. Няхай марфізм Ak_]:TB ^JhЛТВ здавальняе 
ўмове:

 ̂Xh.1(<T(x)X)=Z-Xh(X)  
і Vh'.TВ -*Jh 1 ТВ0Т*В інварыянтны ў дачыненні да дзеяння 
некаторага падгрупоіда дыферэнцыяльны аператар, які 
праўдзіць умовы 1), 2), 3)  [3, с. 192]. Тады існуе адзіны 
марфізм Ak:TB—>JkTB , які праўдзіць умовы:

І ' )  >
2') V k = Do A k ,
З') Ak( a ( x ) X ) = f ; a A k(X ) .
Доказ.  Няхай цеГ(ТВ) ,  j.i(х ) —Х е Т ХВ , (U, ę )  — лакаль- 

ная карта ў наваколлі пункта хеВ (ср (х )= (х1, х2, ... ,хп) ) ,
■ ду1 , ■Х:(х\  sl), сг(х)Х:(у\ —  \xsi (x ) ) ,  тут y=b °a (x ) ,  (V, у/) —

ox
лакальная карта ў наваколлі пункта у, y f y ^ i y 1, у2, — , уп). 
Запішам лакальны каардынатны выраз у выпадку адвольнага k:

 ̂ I
Ы » ) : ( х \  s\ ... , Ря ), j x a-Ak(ju)=(yK ... , рЦ , ),

Ы & ( Х)^)=(У\  )•
Паводле ўмовы тэарэмы для m=k-l (гэта азначае, што

•А-1
0 <І1+І2+~+Іп^к-1 ) праўдзіцца Ak.1( a ( x ) X ) =  Jx a-Ak(X ) .

Няхай зараз Ak — звязнасць парадку k, для якой 
выконваюцца ўмовы Г  i 2 '. Для гэтай звязнасці

(  д  ■ ■Vk(a(x)-ju)=D(Ak(a(x)-p))= —-t lR н „ - t lRR „ \® dxiдх-' РіРг Р" РіРг ■Рі+1- Р»

)х CT-Vk(ju)=jx cr-D(Ah( /ł ) ) =( * ) =D(  }*x a-Ah( n ) ) =

j P P [ 5,(52.. |3, + 1 P„

Пераход ( * )  тлумачыцца тым, што ўмова інварыянтнасці 
для аператара Спенсера выконваецца. Але для m =k-l праў-
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дзіва — Рр,рг 0п» значыць *р,р,„ р;+і .р„ -  р„ •
Тэарэма даказана.
Вынікі тэарэм 1, 2, 3 можна выкарыстоўваць пры

даследаванні інварыянтных звязнасцяў вышэйшых парадкаў 
на аднародных прасторах, грунтуючыся на звязнасцях 
першага парадку.
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S u m m a r y

Conformity has been proved between invariant connections of the 
higerst orderst in groupoids Lie and vektor bundle morphisms, being 
in consequence which actions Lie groupoids.
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