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О МАЛЫХ ЗНАЧЕНИЯХ МОНИЧЕСКИХ 
МНОГОЧЛЕНОВ 

НА КОРОТКИХ ИНТЕРВАЛАХ

Исследована задача о приближении произвольного действительного числа зна­
чениями целочисленных монических многочленов. Согласно уже построенной теории 
для многочленов с произвольными старшими коэффициентами в работах В.Г. Сприн- 
джука, В.И. Берника, В.В. Бересневича, доказывается случай сходимости теоремы 
А.Я. Хинчина в задаче приближения нуля моническими многочленами.

Рассматривается обобщение результата, что два целочисленных многочлена 
без общих корней не могут принимать на отрезке малой длины слишком малые зна­
чения для монических полиномов. В случае монических многочленов и приближений 
действительных чисел целыми алгебраическими числами перестают действовать 
многие классические методы. Случай монических многочленов в чем-то аналогичен 
теореме Кубилюса для произвольных старших коэффициентов у многочленов вто­
рой степени, однако здесь возникают значительные технические трудности.

Доказательство теоремы основано на леммах оценок расстояний между аргу­
ментом и его корнем, а также леммах о корнях многочленов, их произведениях и коли­
честве на заданном множестве. Леммы позволяют сделать точное покрытие мно­
жеств чисел с заданным порядком аппроксимации.

Хорошо известно [1], что два целочисленных многочлена без общих корней 
не могут принимать в трансцендентной точке слишком малые значения. Этот 
результат был обобщен с точки на интервалы малой длины [2], на круги малой 
площади в С  [3], на цилиндры малой меры Хаара в Q  [4]. В данной работе мы 
рассматриваем обобщение результата [2] на монические полиномы. Этот ре­
зультат интересен сам по себе, важен для метрической теории трансцендент­
ных чисел и в задачах распределения целых алгебраических чисел. Пусть
Pn (х )  =  asxs + . . .  +  aYx + a0, где a е Z , 0 < j  < s; H  = H { p ) =  m axla J . Бу- 

" 1 J' 
дем рассматривать только целочисленные полиномы. Через с (^ ) будем обо­
значать положительную  величину, зависящ ую  только от s. При этом
c (s )c (s )  =  c (s ), c (s )  +  cl's) = C(5’).

Далее: «  -  символ Виноградова, т. е., если А «  В , то А<, c ( s )B  , А=В,  
если одновременно выполняется А «  В и А »  В , Н ( Р )  -  будет обозначать 
высоту целочисленного полинома Р(х) .  Через с  будем обозначать lo g w c ( s ) . 
Ясно, что сг зависит от Н  и £ , и  a —» 0, при /7  —> , а так же, если
Н А »  Н в,ю А >  В + сх . Меру Лебега множества U, будем обозначать через 
' U | . Вначале сформулируем без доказательства три известных леммы.
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Лемма 1. Пусть Р(х)  е Z[x\. Тогда \w -  x - j ^ -  v I
n

где X\ -  ближайший к w корень полинома P ( x ) t а его корни упорядочены сле­
дующим образом: \Xl -  У2| < | ^ !  - Х 3\й . . . \ % 1  - X ,

Лемма 2. Пусть Р ( х )  полином степени s , высоты Я  и его старший коэф-
н

«  —  , где X, >• • • > Zi , -  попарно различ-
а.

фициент равен as . Тогда 

ные корни Р(х ) .
Лемма 3. Пусть Р ( х ) полином степени s , высоты Я  и его старший коэф-

такие, что Xl ■■•X,

фициент равен as. Тогда существуют попарно различные корни I v J i  ,
Я

»  — .
as

Лемма 4. Пусть Р ( х )  е Z [x ] степени s , Н ( Р )  =  Н м, и пусть существует 

интервал I  с  ( - s ,  s) ,  |/| =  Н~п . такой, что |P(w)| <  Я ~ г , V w c / , r > 0  и 
т +  /л -  кг/ > а ,где а  -  некоторая функция вида lo g w c(s '); тогда в круге 
5 (0 , 5' +  2) содержатся хотя бы к +1 корней полинома Р{х) .

Доказательство этой леммы можно легко провести от противного: пусть в 
круге 5 (0 , 5 +  2) содержатся t корней: Xi>---> Xt, и пусть тогда

/ ' = / /
, f  

U*
Ч '=1 V

X,,
н~л 
t + 1

Так как |/'| >  0, то существует точка х0 е Г  i и поэтому:

Н-т >\P(x0)\ = as\xi-х0\...\х,-х0\\%м -x0\...\xs -х0| »  

н ~"'‘а,\х,+1 -  хо | • ■ • \х, ~ *о I  ̂ <*, (\xI+l I -  |x01)... \Xt+x I -  ko I) »

В итоге /л + т -  t - т < a . Противоречие.

Теорема. Пусть сг > 0 -  некоторое действительное число, s -  натураль­
ное, H(<j ,s )  -  достаточно большое действительное число. Пусть 
Р ( х)> Q ( x ) е Х[х]  два взаимно простых многочлена со старшим коэффициентом

1, н ( р ) = н * , H (Q)  = ? deg[P (x)] = } deg[Q(x) ]  = s2 ? j , ,  s2 < s.

Тогда, если для всех w из некоторого интервала I ( z ( - s , s )  |^| =  Я  71 i j>0,  
выполняются неравенства

|P(w)| <  Я “ Г1, \Q{w)\ < Я “ Г2, T j, т 2 > 0,
то

m injr, + г 2 + / /2} + max{r, +^-т} ,  0} + ... + max{r, + //, - (s ,  —1)77, 0 } + 

+ max{r2 + ju2 - 77, 0}+ ...  + max{r2 + /л2 - ( s 2 - 1) 77, 0 }<

(s 1 - 1)^2 + (s2 - 1)//, + max{/i, ,ju2} + a.
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Заметим, что нам необходимо доказать неравенство вида.

• ( 1 / \ / х Ск + О + у Су +  і )mm{r, + ^ , г 2 +  fj.2) +  x (г, +  /лх) +  у (т 2 + іл 2) --------- -------- -  г) <

< (5, -  \)fi2 +  (s2 - 1  )ju, +  т а x{ju, +

где X, у g N  .
Пусть Х\(р )>--чХ^ ( Р )  -  корни многочлена Р(х) ,  a Xi(Q)>--->XSl{Q) -  

корни многочлена 0 ( х )■ Так как многочлены P(w)  и Q(w)  не имеют общих 
корней, то |Д (Р ,0 |  -  1- Тогда

i <r(p,Q)=U 1\\х>{Р)-хАЯ)\-П.\ь№-х,(£І* (1)
15/іУ) 1< j<,s2 Oj )gS (/,7)<г5

где S -  некоторое множество индексов, которое мы можем выбирать. Пусть, 

ограничивая общности, (Р)| = т а х |^ Д Р ) |,  | ^ у( 0 | } ,  тогда поскольку

Z, ( Л  -  X j (Q ) | ^  2 т а x\Xl (Р)|, |Z j ( Q ) |}- Т0 п0 лемме 2:

не

П \Х,(Р)~ Zj(Qi« П тахЫ ^% k /0 |}« П П к ;(2)іх f i l l  ХАР) I
i,j)es '=1 J=1

j-j(sl -1 )М2+(ь 0н т̂ах«
M J=l

тогда неравенство (1) примет вид:

і «  n U . (P ) -Z j (Q ) \x
( 'J > S

Рассмотрим многочлен P(x). Пусть

У, (Р) = {x e l,  \z, (Р) - з \й  | Zj(P) -  4 1  < J -  5i }’ » = 1, ■ ■ ■. *!

( у . (Р ) -  множество точек интервала I , для которых х, ( Р )  ~ ближайший ко­
рень). Тогда, не ограничивая общности, будем считать

У\(Р) =  ш а х |^ ,(Р )|,
1й/<Ц

|ZAP)-Хг( Р ) |  ̂\z (P)-X3(P)I^:.Z \z, ( Р )  -  Z, ( Р ) I  ̂8..
85 <; \Xl ( ? )  -  * , +1 (Р)| < ;... <  \Xl (Р ) -  %Si ( Р ) | .

Обозначим | / і ( Р ) - ^ ( Р ) |  через Н , и положим

P ,(P )  =  w i+1(P ) +  .. .  +  »?,(P), p l! ( P )  =  mj+t( P ) + . . .  +  mSt(P) .  (3)
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По лемме 3 сущ ествует набор корней Х,^ к такой, что

x h( n - x it( P ) \ > c ( S]) H » .
Выбросим из этого набора все корни, по модулю меньшие 8^.
Тогда получаем:

Tt - P j ( P ) - p ' \ ( P )  T i + n - P j j P )

w - r , ( P ) « m i n H  J «  m in  H  J , w<ay,£P) . (4)
К  j i t  A

Аналогично, рассмотрев многочлен Q(x ) , получим

r2- P j ( Q ) - p [ ( Q )  r 2+ M i ~ P j ( Q )

W~ X) ( 0 «  m in  H  J «  m in  H  1 , w e v , ( 0 ) . ( 5)
i i/s / j-і isys/j-i ‘

(Где Xi(Q)> YiiQ)i Щ (Q) ,  2 ’ P i ( Q ) вводятся аналогично). Пусть ми­
нимум в правой части неравенства (4) достигается при j  = j  , а минимум в пра­
вой части неравенства (5) -  при j  =  j ". Тогда из неравенства

Г' * * - У Я) т ,^-РЛР)

Я  /  < Я  J
получаем

г, +  /л, ~ {т.Л( Р )  +  ... +  т, (Р ) )  h +  //, - [т, (Р ) + . . .  +  ш, (Р ))
------------------------------------ -------  < --------------- ---------------------------- + сг.

J J

учитывая, что т2(Р )  (Р ) , то при i <  /

h + A - P y i P )  
m,+, (P ) > ---------- — -------- +  c r , (6)

а при i > j 1

t^ +  jux -  p, (P) Ti + M i ~  P f ( P )  
w ,(P)< J a — i-^ -z  + c r < --------------------------------------------L---- + cr. (7)

1 J
Аналогично

T2 + M 2 ~ P A Q )
mM ( Q ) > ~ -------;------------ + 0-, / = 1,.. Щ/ - 1 ,  (8)

J

, ~  r2 +  ^ 2  ~  P, ( 0  T2 + Мг~ P ( 0  n ,
w , ( 0 - — ..+  ^ < ------------------------------- --------------+ сг’ / = / + l , . . . , J 2. (9)

Z J

/ I
Так как j / j  (P )| > —  »  H  n, jr. ( 0 І  > —  »  Я  n,

то величины |w -  ^  (P ) |, w  e ^  (P ) и |w -  ^  ( 0 |, w e ( 0  можно сделать 
сравнимыми с Я ~ 7 . Поэтому
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Ті+Мі-Рі(Р)
Я » Я " 7 й *  , Pr(P)+ 0 i і — 1 , . . . ..S,. (10)

Г|+Д-Д(б)
я » Н - ” 5 »  7 7 > ^ ± А _ А М  + (Т- (11)

Предположим для определенности

^ 2 + ^ 2 - Р , - * ( 0  > + Ml -  P j  (Р)
* 7

Пусть м/ е / ,  (Р ), w ;/ е ( 0 ,  тогда

]
(12)

\Х\ (Р) ~ Х\ ( 0 1  ̂& (**) -  w ' | +  w ' -  w ' + w  (0| «
ti+vi-PjtdQ) ъ+щ-рЛП ь+^-рАР)

« я J" +н >' + н~ц« н ]> (13)
Отсюда

\Хі(Р) -  Xj(0 1 < ІХ, (Р) -  Х\(Р)\ + ІХг(Р) -  Х\ (0 1 + \xl(Q )-z/(0 I
Il+Mt-Py (Р)

// /  ,H 'm'{P)j r m,{Q)

«

«  m ax (14)

Положим г = m ax{zjrj +  -  іт) > сг], где а  определяется в лемме 4. Не­
посредственным подсчетом убеждаемся

П к(р) “ *0 (0| = П 1* < ^  ~ ^  (0Іх П \Хі (р) ~ Х\ (0| «
(i.y>eAY| , і=1 (=/+1

Ъ+П-рЛР) .
, ---- /

« Я  X Я  =  Я/  _  t7 -ri-М (15)

Далее покрываем 5  множествами M 1(jt для всех к =  2,. , где j  мак­

симальное j  такое, что выполняется равенство:

т\+н~р /(Р) Г1 + М \ - Р , , ( Р )

max- Я , Н = Н

Аналогично, пользуясь формулами (6) и (14), получаем:
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п \х,(П -  Xj(б)| = i l k - - Xt(0Iх П \х,(Р) - хк(01
і=1 і=/+1

«
;=1

« н  1
J -Р ,І

х Н  1 = Н ~ Г'~* . (16)

Заметим теперь, что для всех 7 > 7  . формулу (14) можно заменить на

>}(17)

АР)

x,(p)~x)(Q)\«  т а х 1 Н J • = m a x jtf

Ц \ х > ( Р ) - х М  «  '"*1*,
(r,yyw r j

(|,У)«̂ г,7

Заметим, что для покрытия множества 51 нужно не более і' +1 множеств 
и не более /"  +1 множеств Af при этом всего множеств -  не более 

i +  + 1 . Учитывая определения г и г  , и то что нам нужна оценка сверху, то
формально можно считать, что покрывающих множеств ровно i +  г" +1 (иначе 
в получаемые оценки сверху добавим нужное количество Н  ~т' 1 : r »  1 и
Н  и , "1 » 1. Положим в качестве объединение всех множеств, которы­
ми мы покрыли S , и, подставив S в формулу (2), получим:

[t j + Мі~ (і'  + 1)»7 mu ri +  Рг -  O'" +  1)?7І+ і '0 ,  + /*,) +  i" ( t2 + Mi )  ~

-  (z (/ + 1) + / (i + l))7j + 1S г/ < ( s } - 1 )м 2 + (s2 “  1)М + n ia x {/i,, / i 2} + cr.

Пользуясь определением і' и Г , и = (і + 1)(7 + 1 ), легко заметить, что

для получения требуемого неравенство, нужно доказать

или

что очевидно.

х2 + у 2 + х  + у >  2 ху + 2х,

( х - У ?
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