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Аннотация. Рассматривается система Льенара с кубической вязкостью и восстанавливающие силой в виде полинома 
пятой степени. Предложен алгоритм построения систем с заданн^1м распределением предельн^1х циклов «нормального 
размера». Получена: система: со следующими распределениями предельн^:х циклов (((1,0),1),1), (((0,0),1),1), (((0,0),2),0), 
(((0,0),0),2). Доказательство точности полученн^1х распределений предполагается через построение соответствующих 
функций Дюлака -  Черкаса.

При качественном исследовании автономн^1х систем на плоскости наиболее трудной является задача 
оценки числа предельн^1х циклов, которая не решена даже для простейших классов таких систем. В рабо­
те рассматривается система Льенара

dx dy

УДК 517.925.42

— = y  ̂ - Г = - g (x) -  f (x)y, dt dt (1)

где f(x) -  полином первой степени, а g(x) = x(1 -  x)(1 -  Kx)(1 -  Lx)(1 -  Mx), -1  < L < 0, 0 < K  < M  < 1.
При таких значениях параметров рассматриваемая система имеет три антиседла и два седла. Резуль­

таты исследований [1; 2] можно естественн^хм образом обобщить на случай пяти особ^хх точек. Метод ос­
нован на гипотезе Смейла, по которой число предельн^хх циклов системы (1) равно числу положительн^хх

нулей функции ср(и) = l^(u) — ]^(—u), где F(u) = F(<p(u) , F (x) = o f  ( t)dt, (p(u) -  функция, обратная

функции u =-yj2G(x )sign(x ) , G(x) = Xs ( t ) dt. Число положительн х̂х нулей функции p (u) равно числу 
решений системы

G(x) = G(y), F(x) = F(y), x < 0, y  > 0,

то есть задача оценки числа предельных циклов системы (1) сводится к алгебраической задаче иссле­
дования решений полиномиальной системы. Этим же методом строятся системы (1) с распределениями 
предельн^1х циклов, изображенн^хх на рисунке.

Различные распределения предельных циклов системы Льенара (1) с пятью особыми точками
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Для точной оценки числа предельн^1х циклов будем использовать функцию Дюлака -  Черкаса.

Определение. Функция х, у  ) е  С ' (Q ) называется функцией Дюлака -  Черкаса для системы

d X = P y )  • ^dy= Q ('•  y ) ■ (2)

P (x ,y ) • Q (x , y ) e  C‘ (Q) ,

в области , если сущ ествует та кое  действительное число к Ф 0, ч то  справедливо неравенство

ЯШ ЯШ
Ф = кШ div^ +— P +— Q > 0 (< 0), V(x , y ) e Q ,  q> = (P, Q) . (3)dx dy

Справедлива

Теорема 1 [3; 4]. П у с ть  в односвязной области d iv ^ ( Ф 0 систем а  (2) им еет единственную осо­

бую точку  -  антиседло А, div^ ( Л) Ф 0 , ср = (P , Q ) . П у с ть  т а к ж е  для систем ы  (1) сущ ествует функция

Дюлака -  Черкаса Ш (х, y ) е С ' ( Q ) , при э то м  уравнение Ш (х, y ) = 0 определяет гнездо из q вложенных

друг в друга овалов. Тогда в каж дой из q -  1 двусвязных областей, ограниченных соседними овалами, си­

с те м а  (2) им еет точн о  один предельный цикл, а в целом в области П  не более q предельных циклов. 

Известно [4], что для системы Льенара

|  = y - F (x),  |  = - , ( х )  (5)

в полосе Q  ̂ = {(х, y ):  х  е  а ,  в  , y  е  R }  функцию Дюлака -  Черкаса Y всегда можно найти в виде мно­
гочлена переменной y  степени n -  1, т.е.

Т  = ]Г Шi (X) y n-i, 
i=1

такую, что соответствующая функция Ф из (3) зависит только от х. При этом функция Ф является линей­
ной комбинацией функций переменной х,

Ф = Ф ( х, С ) = ]Г С .Ф. (х), С = (Ci, С2,..., С„).  (6)
j= i

Для существования положительной на отрезке а ,  в  функции Ф в семействе (5) необходимо и до­
статочно выполнения неравенства

L = max min Ф (х ,С ) >  0 (7)
|С|<1 хе[а,в] ̂  ^

Максимин (6) можно приближенно найти, решив соответствующую задачу оптимизации

Ф(х ., С)>  L , L ^  max, Cj  < 1 (8)

на сетке узлов х. е [ а , в  , i = 1,N 0 , сведя ее к стандартной задаче линейного программирования. Выбор 
сетки узлов, числа к  < 0 и числа n осуществляется в соответствии с конкретной задачей.
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