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В данной статье отражена проблема представления и конструирования заданного мате­
риала курса геометрии средней школы в электронных средствах обучения. С целью усиле­
ния обучающих и развивающих качеств системы задач предложена методика построения 
задач в виде микросред задач с использованием методов редукции и суперпозиции.

Ключевые слова: задача, электронные средства обучения, школьный электронный учеб­
ник, тестовое задание, микросреда задач, метод редукции, метод суперпозиции.

Введение

Проблемы обучения геометрии в сред­
ней школе были и остаются объектом 
внимания учёных и педагогов разных 
стран. В настоящее время эти проблемы 
стали особенно актуальны в связи с изме­
нением условий практики  обучения. На 
качество обучения заметно влияет сокра­
щение количества часов на математику, 
отмена углублённого уровня обучения, из­
лиш няя ориентация учителей на задания 
Централизованного тестирования (в кото­
рые задачи на доказательство и построе­
ние вообще не включаются), недостаточно 
активное использование учителями-пред- 
метниками компьютерной технологии. В 
практике обучения решению задач сохра­
няется существенный недостаток: в ш ко­
ле до сих пор опираются на репродуктив­
ные виды деятельности, на сообщение 
знаний в готовом виде, на демонстрацию 
решений задач и последующее их решение 
по образцу. В результате такой методики 
умение учащ ихся реш ать задачи и, как  
следствие, развитие учащ ихся остаются 
на невысоком уровне [5].

Систематизация задач внутри парагра­
фа ещё не стала предметом специального 
исследования или затрагивается поверх­
ностно. В згчебниках в лучшем случае реа­
лизуется тем атическая систематизация 
задач по нарастанию их сложности. При 
выполнении домашних работ ученик час­
то оказывается наедине с непреодолимы­
ми для него трудностями (в виду того, что 
необходимая помощь со стороны учебни­
ка либо отсутствует, либо оказывается не­
достаточной).

В данной статье обсуждаются вопросы 
использования метода редукции  (разбие­
ния исходной задачи на подзадачи) и ме­
тода суперпозиции  (объединение исход­
ных подзадач в одну крупную задачу) в 
двух направлениях: как  приёмов система­
тизации задач в учебнике и как приёмов 
управления поиском реш ения задач (в 
контексте метода обучения). При этом ес­
тественным образом приходим к  необхо­
димости использования понятий микро­
среды задач  и локальной среды задач, 
введённых в источнике [5].
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Теория

Под задачей  будем понимать опреде­
лённую цель, заданную в конкретной си­
туации в совокупности с некоторыми ус­
ловиями, существующую вместе с субъек­
том. Более детально задачу можно оха­
рактеризовать как  тройку, компонентами 
которой являются:

• задача как математический объект;
• проблемная ситуация, связанная с её 

решением;
• субъект (ученик, являю щ ийся 

субъектом поисковой деятельности по ре­
шению задачи).

Отметим, что субъектный подход к ма­
тематическим задачам развивается в ра­
ботах Ю. М. Колягина [1], В. И. Крупича 
[2], Е. Н. Рогановской [5; 6], Л. М. Фрид­
мана [7] и др.

Понятие, близкое к понятию «разбие­
ние задачи на подзадачи», используются 
в работах Д. Пойа. Так, широко употреб­
ляется термин вспомогат ельная задача: 
«вспомогательная задача — это задача, 
которую мы рассматриваем не ради неё 
самой, а лишь потому, что надеемся, рас­
сматривая её, приблизиться к решению 
другой исходной задачи» [4, с. 65]. Вспо­
могательная задача может быть связана с 
исходной непосредственно или косвенно. 
Отсюда возможны два вида подзадач.

П ервы й вид подзадач: подзадача — 
это вспомогательная задача, решение ко­
торой являет ся частью реш ения целевой 
задачи. Допустим, что решение данной за­
дачи состоит из 6 элементарных шагов, ко­
торые нельзя разбить на более мелкие 
шаги. В каждом шаге либо доказывается 
некоторое утверждение, либо находится 
значение вспомогательной величины, либо 
выполняется промежуточное построение. 
Для каждого шага может быть сформули­
рована элементарная подзадача целевой 
(основной, исходной) задачи. Предъявление 
ученику последовательности подзадач есте­
ственно рассматривать как помощь в реше­
нии исходной задачи. Чаще всего редукция 
исходной задачи к  полному набору элемен­
тарных подзадач методически нецелесооб­

разна, так как  это оказывается слишком 
большой подсказкой (немаловажно, что­
бы учащ иеся не только использовали го­
товые цепочки подзадач, но и учились 
сами составлять подзадачи). В этих слу­
чаях некоторые элементарные подзадачи 
объединяют и образуют меньшее число 
укрупнённы х подзадач. Формальным при­
знаком подзадач является то, что их ре­
шение составляет часть решения целевой 
задачи. Именно в таком смысле понятие 
подзадачи используется в теории искусст­
венного интеллекта [3]. Редукцию целевой 
задачи к этому виду подзадач будем назы­
вать формализованной редукцией. Исход­
ная задача и 2—3 её подзадачи образуют 
микросист ему задач. Х арактерно, что 
микросистема задач в этом случае состав­
лена на одной и той же математической 
ситуации, в ней говорится об одном и том 
же математическом объекте. Решение 
микросистемы задач рассматривается как 
выяснение различных свойств объекта, за­
данного в исходной задаче. Методическое 
назначение микросистемы задач — умень­
шить трудность решения исходной задачи. 
Микросистемы к близким в некотором от­
ношении задачам образуют локальные сре­
ды задач. Например, возможны микросисте­
мы к прямой задаче, к обратным задачам, 
к обобщённой задаче. Эти микросистемы 
естественно объединить и рассматривать 
как единую локальную среду.

Вт орой вид подзадач: подзадача  — 
это вспомогательная задача, решение ко­
торой не являет ся частью реш ения целе­
вой задачи, но которая подсказывает  
идею, способ, метод реш ения целевой за­
дачи. Вспомогательная задача в этом слу­
чае косвенно связана с исходной и фор­
мально не представляет собой элементар­
ной или укрупнённой подзадачи первого 
вида. Эта связь носит исключительно ди­
дактический и эвристический характер. 
Исходная задача — это задача, решаемая 
в данный момент времени, подзадача — 
аналогичная, сходная, знаком ая, ранее 
решённая задача. В этом случае подзадача
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также помогает решению основной задачи, 
играет роль эвристического средства. Ре­
дукцию целевой задачи к подзадачам тако­
го вида назовём дидактической редукцией. 
Введение и использование данного понятия 
представляется весьма ценным для методи­
ки преподавания математики.

Комбинированная редукция: редукция, 
использующ ая в той или иной комбина­
ции редукции первых двух видов.

Отметим, что последовательность  
располож ения задач  при использовании 
метода редукции такова: исходная (основ­
ная) задача — подзадачи. П римечатель­
но, что при использовании метода редук­
ции хорошо прослеживается цель приве­
дения подзадач. Эта последовательность 
может быть как использована в учебнике, 
так  и предлагаться на уроке учителем 
(если в учебнике она отсутствует).

Суперпозиция задач предполагает распо­
ложение задач в обратной последовательно­
сти: вначале идут подзадачи, которые варь­
ируются, постепенно укрупняются и в зак­
лючение помеш;ается наиболее крупная (це­
левая) задача. Цели приведения подзадач в 
редукции и суперпозиции одинаковы. Осо­

бенность суперпозиции может состоять в 
том, что заранее учащиеся могут не видеть, 
на какую задачу наводят подзадачи. Как и 
в первом методе, на основе суперпозиции 
задач могут быть образованы микросреды 
и локальные среды задач.

По аналогии с редукцией суперпозиция 
может быть формализованной, дидакт и­
ческой, комбинированной.

Объективно редукция и суперпозиция 
неотделимы друг от друга, внутри одной 
из них применяется другая, одна из них 
работает на другую.

Область применения методов редукции  
и суперпозиции. Эти методы, разумеется, 
не являю тся универсальными. Необходи­
мость в них возникает при решении задач, 
обладающих субъективной новизной и 
трудностью, при решении достаточно со­
держательных в математическом отноше­
нии задач. Анализ практики обучения сви­
детельствует о необходимости расширения 
области применения этих методов на уров­
не методов систематизации задач в учебни­
ке и на уровне методов обучения (составле­
ние подзадач учителем и учащ имися по 
ходу решения целевой задачи).

Конкретизации

1. Метод формализованной редукции.
При И35ДІЄНИИ комбинаций треугольника 

и окружности (IX класс) может быть рас­
смотрена задача о прямой Симеона (рис. 1).

Пусть Р  — некоторая точка окружнос­
ти, описанной около ААВС; точки X, Y и 
Z  — основания перпендикуляров, прове­
дённых из точки Р соответственно на пря­
мые АВ, ВС, СА. Докажите, что точки X ,
Y  -а Z  леж ат на одной прямой (называе­
мой прямой Симеона).

У к а з а н и е .  Предварительно докаж и­
те, что:

1) Z X Y B  = ZXPB;
2) ZZYC  = ZZPC-,
3) Z X P Z  = 180° -  ZA;
4) ZBPC  = 180° -  ZA;
5) Z X P B  = ZZPC;
6) Z X Y B  = ZZYC.
В этом случае целевая задача сформу­

лирована первой, после чего приведены её 
подзадачи. Заметим, что приведение труд­
ной целевой задачи вместе с подзадачами 
делает её доступной в обычном классе.
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2. Метод дидактической редукции.
К предыдущей задаче вместо подзадач 

первого вида приведём идею реш ения за­
дачи: для решения задачи достаточно до­
казать, что углы X Y B  и ZYC  являю тся 
вертикальными.

3. Метод комбинированной редукции.
К той же самой задаче вначале приво­

дится идея решения, затем подзадачи 1—6. 
Сообш;ение идеи реш ения делает процесс 
решения подзадач целенаправленным. Со- 
обп];ение идеи решения при необходимос­
ти возможно и к  подзадачам. Например, 
для подзадач 1—2 она может быть сфор­
мулирована в такой форме: рассмотрите 
четырёхугольники, около которых можно 
описать окружность.

4. Метод формализованной суперпози­
ции.

Обратимся ещё раз к задаче о прямой 
Симеона. В этом случае вначале приведём 
подзадачи, в конце — целевую задачу.

Задача 1. Пусть Р  — некоторая точка 
окружности, описанной около ААВС; точ­
ки X, У и Z — основания перпендикуля­
ров, проведённых из точки Р  соответ­
ственно на прямые АВ , ВС, СА. Д окаж и­
те, что:

1) Z X Y B  = ZX PB ; 2) ZZYC  = ZZPC.
Задача 2. В условиях задачи 1 докаж и­

те, что:
1) Z X P Z  = 180° -  ZA;
2) ZBPC  = 180° -  ZA.
Задача 3. В условиях задачи 1 докаж и­

те, что:
1) Z X P B  = ZZPC; 2) Z X Y B  = ZZYC.
Задача 4. В условиях задачи 1 докаж и­

те, что точки X , Y  ^  Z  леж ат на одной 
прямой (называемой прямой Симеона).

5. Метод дидактической суперпозиции.
При изучении расстояния между дву­

мя точками и длины отрезка (VII класс) 
может быть рассмотрена локальная сре­
да, состоящая из следующих микросред.

Микросреда 1 (прямые задачи, рис. 2).
Задача 1, а. Отрезок длиной 30 см раз­

бит на 15 равных частей. Найдите длину

I— h
1— I-
i— ь

_|--- 1----1--- (.--- 1------------ 1— Y

-Н--- !--- 1---1---1--- Н
X -и--- 1----- 1-1---1----1---1------- 1------1--------- |-*Н-1

X YЧ---1-м-----1-1---1--- 1---1---нм-1--- 1---1

Рисунок 2

отрезка X Y ,  где X  — середина первого 
отрезка, а У — середина последнего от­
резка.

Задача 1, б. Отрезок длиной 30 см раз­
бит на 15 равных частей. Найдите длину 
отрезка ХУ, где X  — середина второго 
отрезка, а У ~  середина предпоследнего 
отрезка.

Задача 1, в. Отрезок длиной 30 см раз­
бит на 15 равных частей. Найдите длину 
отрезка ХУ, где X  — правый конец тре­
тьего отрезка, а У — середина предпос­
леднего отрезка.

Задача 1, г. Отрезок длиной 30 см раз­
бит на 15 равных частей. Найдите длину 
отрезка ХУ, где X  — середина пятого от­
резка, а У — середина двенадцатого от­
резка.

В данном случае решение первых за­
дач подсказывает решение следующих за­
дач, но решение одной задачи не являет­
ся решением другой.

Микросреда 2 (обратные задачи, рис. 2).
Задача  1, а. Н айдите длину отрезка, 

разбитого на 15 равных частей. Известно, 
что ХУ 10 см, где X  — середина перво­
го отрезка, а У — середина последнего от­
резка.

Задача  1, б. Н айдите длину отрезка, 
разбитого на 15 равных частей. Известно, 
что ХУ = 24 см, где X  — середина второ­
го отрезка, а У_— середина предпоследне­
го отрезка.

Задача  1, в. Н айдите длину отрезка, 
разбитого на 15 равных частей. Известно, 
что ХУ = 14 см, где X  — правый конец 
третьего отрезка, а У — середина предпос­
леднего отрезка.

Задача  1, г. Н айдите длину отрезка, 
разбитого на 15 равных частей. Известно, 
что ХУ = 8 см, где X  — середина пятого
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отрезка, а Y — середина двенадцатого от­
резка.

Здесь такж е решение первой задачи 
подсказывает реш ение второй, первых 
двух задач — решение третьей, первых 
трёх задач — решение четвёртой.

М икросреда 3 (обобш;ение задач м и к­
росред 1 и 2, рис. 2).

Задача 1, а. Отрезок, длиной а см, раз­
бит на п равных частей. Найдите длину от­
резка X Y ,  где X  — середина первого от­
резка, a Y  — середина последнего отрезка.

Задача 1, б. Н айдите длину отрезка, 
разбитого на п равных частей. Известно, 
что X Y  = т сш, где X  — середина пятого 
отрезка, SlY  — середина (тг -  4)-го отрезка.

6. Метод ком бинированной суперпо­
зиции.

Задача 1 (VI класс). Расстояние между 
двумя пунктами равно 2 км. Из одного из 
них вначале вышел сын. После того как он 
прошёл 560 м, навстречу ему из другого 
пункта вышел отец с собакой. Собака, до­
бежав до сына, возвращается к  отцу, и это 
повторяется безостановочно до тех пор, 
пока отец и сын не встретятся. Какое рас­
стояние пробежит собака, если сын прохо­
дит 30 м в минуту, отец — 50 м в минуту, 
а собака — 100 м в минуту?

У к а з а н и е .  Н айдите вначале время 
движения собаки.

О т в е т :  1800 м.

Задача 2. Из одного пункта в одном на­
правлении вначале вышел сын. После того

как он прошёл 560 м, вышел отец с соба­
кой. Собака, догнав сына, возвраш;ается к 
отцу и это повторяется безостановочно до 
тех пор, пока отец не догонит сына. Какое 
расстояние пробежит собака, если сын 
проходит 30 м в мпнлт\-, отец — 50 м в 
минуту, а собака — 100 м в минлтл^?

О т в е т :  2800 м.

Реш ение первой задачи, безусловно, 
подсказывает решение второй задачи (но 
не является частью решения второй зада­
чи). Имеет место дидактическая суперпо­
зиция. Учитывая, что к первой задаче в 
виде указания приведена подзадача, являю­
щ аяся частью решения первой задачи, то 
при решении первой задачи будет исполь­
зоваться формализованная суперпозиция. 
В итоге поиск решения второй задачи бу­
дет осущ ествляться методом комбиниро­
ванной суперпозиции.

Отметим, что редукция сложной зада­
чи к подзадачам —• как метод поиска ре­
шения исходной задачи — для учащ ихся 
является достаточно трудоёмким процес­
сом, особенно в условиях отсутствия его 
последовательного применения. Использо­
вание редукции и суперпозиции в каче­
стве метода систематизации задач в учеб­
нике призвано способствовать формирова­
нию необходимых поисковых навыков. 
Достаточно просто реализовать в учебни­
ках суперпозицию, обеспечивающую пере­
ход от группы подзадач к заклю читель­
ной задаче этой группы.

Представление задач в школьном электронном учебнике

Большинство задач в школьном элект­
ронном учебнике рекомендуем помещать 
в тестовой форме. Обычно тесты рассмат­
риваются как  средство измерения учеб­
ных достижений, средство исследования и 
измерения психических свойств и состоя­
ний испытуемых, в  меньшей мере — как 
предмет и средство обучения, в  случае, 
когда акцент делается на обучающую и 
развивающую сторону задания, целесооб­
разно говорить о тестовом задании. Тес­
товые задания могут снабж аться помо­

щью, группироваться в микросреды на 
основе различны х видов редукции и су­
перпозиции. Микросреды задач рекоменду­
ется комплектовать следующим образом: 
произвести выборку задач на непосред­
ственное применение знаний, на примене­
ние их в наиболее типичных ситуациях; на 
применение знаний в знакомой ситуации; 
завершают эту цепочку задачи на приме­
нение знаний уж е в новой (незнакомой) 
ситуации. Реш ение таких задач требует 
комплексного применения различных
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знаний. Как правило, первые три задачи 
будут являться подзадачами следующей 
основной задачи, наделяемой обычно 
большей познавательной и развивающей 
функцией.

На первой электронной странице реко­
мендуется помещать все задачи опреде­
лённой микросреды (рис. 3). Это позволя­
ет уже на визуальном уровне представить 
общий фронт работы, уяснить роль от­
дельных задач. Тексты задач приводятся 
в специальном (основном) окне, имеется 
отдельное окно для графики (анимации и 
моделей с активны м и точками), справа 
внизу расположено окно для гиперссылок 
(в нём приводятся указания к решению 
конкретной задачи). Н а рисунках 4 и 5 
показана организация электронной стра­
ницы, посвящ ённой соответственно про­
межуточной и заклю чительной задачам 
микросреды.

В приводимом примере в систематиза­
ции задач 1—3 (основное окно) использо­
вана формализованная редукция (проис­
ходит последовательное укрупнение за­
дач). Внутри суперпозиции используется 
формализованная редукция: для доказа­
тельства утверж дения задачи 1, а надо 
доказать равенство треугольников ОМА  и 
ОМ В. Равенство этих треугольников ис­
пользуется далее и для доказательства ут­
верждений задач 1, б, в.

Отдельный вопрос о помощи, приводи­
мой в виде гиперссылок (правое нижнее 
окно). Помощь служит дополнительным 
средством, облегчающим процесс дидакти­
ческой редукции. Редукция в данном слу­
чае означает сведение к предыдущей зада­
че, или к ранее известным теоретическом 
сведениям (например, к  задаче 1, а) приво­
дится указание: воспользуйтесь определе­
нием равнобедренного треугольника).

Общий вывод

в  данном исследовании задача пони­
м ается к ак  определённая цель, зад ан ­
н ая в конкретной  ситуации в совокуп­

ности с некоторы м и  услови ям и , сущ е­
ствую щ ая вместе с субъектом. Реком ен­
дуется: а) объединять задачи (в различ-

‘ ,.,'к ■ 
С ! л f’{e:///D/expei'łfnêt'rnjĉo2.a.html

Равнобедренный треугольник
Задача 1. Дана окружность с цен тром О и точк-л М  -  середина хорды АН (рис. А). 
Докажше, чю:
а) Л АОВ -  равеиобедрепиый;
б) О М - высота
в) ОМ -  биссскгриса А АОВ.

Модель Помощь Варианты ответа
Задача 2. Дана ок{)ужность с центром О и точка Af -  середина хорды АН (рис. Б). 
Отрезок ОМ иродо.'сиилв за tomr-j’ О до пересечения е окружностью в точке С. 
Докажш е, 410 Л ЛС/І - равеиобедреииый.

Модель Помощь Варианты ответа
Задача 3. Дана вкружиоегь с центром О и точка Л/ -  середина хорды AR  (рис. В). 
Отреюк ОМ продолжили до пересечении с окружностью в точках С и D. Докажи те, 
чlo^ACD = ̂ BCD.
Моде.иь
Помощь
Варианты ответа

Рис, А

И омоіць К-задаче I

я) Всио.мннте определение 
равиобедрстю го трс^гольникя;
б) Почему /  ОМА  = Z O M B I
в) П очему Z A O M  -  Z B 0 M 1

Варианты ответа к б) и в).
П а ociiOłiUHtiit признака равенства 
треугольников;

1) 1-го признака;
.2) 2-го признака;
3> 3-го п рш и ака .

Рисунок 3
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Равнобедренный треугольник
Задача 2. Дана окружность с центром О и точка М  
середина хорды АВ  (рис. Б). Отрезок ОМ продолжили ; 
за точку О до пересечения с окружностью в точке С. 
Докажите, что А л е и  -  равенобедренный.

1
Модель
Помощь ■
Варианты ответа *

ІІоічошь к заллче 2
а) Равеіісгво к ак і»  xpvyiwibmucoB 

надо дакіііагь?
б) Кшсим їіри  иіаком ряі^нсгвя  трел^і о л ь їтк о в  

иеобходішо воспши>:іоваті>ся?

Вйрнаіггы ответа к  б).
Ыа сншсйзаіиіи прнзишса рпвенсіїіа треуго;іі.шогов:

1) l-iD  ііріш ш ш ;
2) 2-го приінагса;
3) 3-ІХ) иршнака.

Рисунок 4

<? ; О  Й е Л д а Л х р г - 'Т іе 'І 'Г  С'ОІ_а,?-:!т!

Равнобедренный треугольник
Задача 3. Дана окружность с центром О и точка М — 
середина хорды АВ (рис. В). Отрезок ОМ продолжили 
до пересечения с окружностью в точках С и D. 
Докажите, что 
AACD = ABCD.

Модель 
Помощь 
Ваоианты ответа

"1ТНіоїць"к мдіїчс 3
а) Воспользуйтесь резу^илагом 
1гредыд>'шей гіадячіі.
б) Равенство каких элементов трсуга'ікніпса 
надо дока:іать?
в) Какїш при.чнакол! равенсгва треутчхльннков 
необходачїо восііолыоваіься?

Варианты ответа к в). 
Йеобхо.гиімо воспо-'іыоватьсяігрнтаком 
равенства трсутольншсов:

ł)  1-м прігінаком;
2) 2-м лрн^наьаш;
3) З-мтїршішісом.

Рисунок 5
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ны х средствах обучения) в небольш ие 
микросистемы (группы); б) систематизи­
ровать задачи внутри микросистемы  на 
основе методов редукции  и суперпози­
ции; в) представлять задачи в электрон­
ных средствах обучения в виде тестовых 
заданий, систем атизируем ы х такж е  на 
основе этих методов; такая  систематиза­
ция вместе с помощ ью , приводимой к

тестовым задан и ям , и сам оконтролем  
создаёт оптим альны е условия для дос­
ти ж ени я основных дидактических  це­
лей обучения.

Особо отметим, что предложенный 
подход содействует организации самосто­
ятельной поисковой деятельности, рас­
сматриваемой нами в качестве основного 
средства развития учащ ихся.
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