
Совмещение информационных и игровых образовательных техноло
гий позволяет повысить мотивацию учащихся, сделать процесс обучения 
более занимательным, снизить утомляемость детей на уроке, преодолеть 
психологический дискомфорт перед проверкой знаний, а значит —  повы
сить качество образования по предмету.
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ВИ ЗУ А Л И ЗА Ц И Я  Т Е М Ы  «К РИ В Ы Е  В Т О РО Г О  П О РЯ Д К А »  
С И С П О Л Ь ЗО В А Н И Е М  Ш А РО В  Д А Н Д Е Л Е Н А

Рассматривается возможность повышения наглядности при объяснении эк
вивалентности различных определений и свойств кривых второго порядка за счет 
применения шаров Данделена с использованием как наглядных объектов, так и 
средств компьютерной графики.

Ключевые слова: преподавание аналитической геометрии, эллипс, парабола, 
гипербола, фокус, директриса, круговой конус, шары Данделена.

Уменьшение количества аудиторных часов, выделяемых на курсы ма
тематики и высшей математики, ведет к необходимости выбора наиболее 
компактных и наглядных средств представления и доказательства свойств 
основных математических объектов, изучаемых в рамках этих курсов. Со
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временная компьютерная графика открывает большие возможности визу
ализации, однако актуальной остается проблема выбора вспомогательных 
математических объектов, которые обеспечили бы наглядность сущности 
изучаемых явлений.

шары данделена [1] (фокальные сферы) —  одна или две сферы, каса
ющиеся боковой поверхности бесконечного кругового конуса и плоскости, 
пересекающей этот конус. шары данделена позволяют наглядно перейти 
от конических определений эллипса, гиперболы и параболы к их фокаль
ным и директориальным определениям [2, с. 8-11].

Изложение материала 
удобно начинать традици
онно —  с эллипса. В этом 
случае в круговой конус 
вписано две сферы: одна 
расположена над секу
щей плоскостью п, другая
—  под ней. Пусть сферы 
касаются поверхности ко
нуса по окружностям, рас
положенным в плоскостях 
Xj и т2, и касаются секущей 
плоскости п в точках F1 и
И F 2.

выберем на эллипсе 
произвольную точку M. 
Точки пересечения образу
ющей конуса, проходящей 
через точку M, с окружно
стями обозначим T и T . 
При перемещении точки 
М  по эллипсу расстояние
I остается постоян

ным и равным сумме расстояний |TtM  и |MT2|. При этом |MTJ = |MFJ и 
|MT2| = |MF2| как расстояния от вершины угла M  до точек касания. Таким 
образом, наглядно получаем определение эллипса как геометрического ме
ста точек M, сумма расстояний от которых до фокусов F t и F2 есть величина 
постоянная:

|T T  = |TjM| + M T2I = F M  + M F2l
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Используя равенство касательных к сфере из точки M, можно также 
показать, что прямые, получающиеся при пересечении плоскостей т  и т2 
плоскостью п, являются директрисами эллипса [3, с. 46-47], откуда нагляд
но следует директориальное определение эллипса.

В случае гиперболы 
вписанных сфер снова две, 
но расположены они по 
одну сторону от секущей 
плоскости п: одна сфера рас
положена в данном конусе, 
вторая —  в конусе, симме
тричном данному относи
тельно вершины. Пусть сфе
ры касаются поверхности 
конуса по окружностям, рас
положенным в плоскостях 
Т и т2, и касаются секущей 
плоскости п в точках F  и F  .

При перемещении точ
ки М  по гиперболе посто
янным остается расстояние 
|TjT2\, равное разности рас
стояний \MT2I и \MTl\. Это 
утверждение становится 
более наглядным, если вы
полнить «отражение» одно
го конуса в другой относи
тельно вершины. Равенства 
MTj| = \MFj| и \MT2\ = \MF2\ выполняются как равенства расстояния от вер
шины угла M  до точек касания. Таким образом, наглядно получаем опреде
ление гиперболы как геометрического места точек M , разность расстояний 
от которых до фокусов Fj и F2 есть величина постоянная:

IT T  = IMT2I -  MTJ = MF2I -  \MFl\.

Директориальное определение гиперболы выводится аналогично слу
чаю эллипса.

В случае параболы вписанная сфера одна, расположена она в том же ко
нусе над секущей плоскостью п. Пусть сфера касается поверхности конуса
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по окружности, рас
положенной в пло
скости т, и касается 
секущей плоскости 
п в точке F. Прямую 
пересечения плоско
стей т и п обозначим
d. Перпендикуляр, 
опущенный из точки 
M  на прямую d , обо
значим MH.

При переме
щении точки М  по 
параболе рассто
яния M T  и |MH| 
будут оставаться 
равными, так как 
треугольник TMH 
р ав н обед р ен н ы й . 

действительно, отрезок M T  лежит на образующей конуса, а отрезок MH  
находится в плоскости п и параллелен другой образующей. Следователь
но, отрезки M T  и M H  образуют равные углы с плоскостью т. С другой 
стороны, отрезки M T  и M F  тоже равны как касательные, проведенные к 
сфере из одной точки.

Таким образом, наглядно получаем определение параболы как геоме
трического места точек M, расстояния от которых до фокуса F  и директри
сы d  есть величина постоянная:

M H  = |MT| = |MF|.

Повышению наглядности изложения этих свойств способствует ис
пользование различных материальных объектов типа биллиардного шара, 
теннисного мяча и т. п. [4]. При этом точечный источник света позволяет 
получать тень в виде эллипса, одним из фокусов которого является точка 
касания шара с плоскостью. Однако наибольшая наглядность может быть 
достигнута в результате применения средств компьютерной графики. Ани
мированное движение точки по кривой второго порядка сопровождается 
движением по конусу образующей, соответствующей этой точке. Движе
ние образующей определяет движение соответствующих точек по сферам
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и делает очевидным сохранение расстояния между ними, что является клю
чевой идеей доказательства. В случае гиперболы для наглядности следует 
осуществить отображение одного конуса в другой. Выделение равенства 
углов повышает наглядность доказательства в случае параболы. Контроль 
за углами делает видимым и процесс получения директориальных опреде
лений.
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О Б О РГА Н И ЗА Ц И И  С А М О С Т О Я Т Е Л Ь Н О Й  
К О Н Т Р О Л И Р У Е М О Й  РА БО ТЫ  С ТУ Д ЕН ТО В  
П Е Д А Г О Г И Ч Е С К И Х  С П Е Ц И А Л Ь Н О С Т Е Й  

П О  В Ы С Ш Е Й  М А ТЕМ А ТИ К Е

В настоящее время образовательный процесс в вузах ориентирован на ак
тивное, управляемое самообучение каждого студента, что предполагает соот
ветствующее методическое обеспечение учебного процесса, включая разработку 
разнообразных форм самостоятельной работы и методов ее контроля.

Ключевые слова: высшая математика, математический анализ, дифференци
альное исчисление, функция нескольких переменных

Нами разработано электронное пособие «Дифференциальное исчис
ление функций нескольких переменных» (рис. 1), которое является продол
жением «Практикума по математическому анализу, алгебре и геометрии», 
первая часть которого содержит введение в анализ и дифференциальное
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